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Lời nói đầu 

Chúng tôi rất vui mừng khi “Tuyển tập hệ phương trình của BoxMath” được hoàn thành, 
bởi nó đáp ứng được nhiều mong mỏi của quý đọc giả, đặc biệt là các em học sinh. Có thể nói tuyển 
tập hệ phương trình của BoxMath là sự tập hợp nhiều bài toán hay và kỉ thuật thường dùng khi giải 
hệ phương trình. 

Nội dung của tuyển tập hệ phương trình của BoxMath được chia theo phương pháp giải toán 
như sau: 

1. Sử dụng phép biến đổi đại số và thế 

2. Sử dụng phương pháp đặt ấn phụ 

3. Sử dụng phương pháp hàm số 

4. Sử dụng phương pháp đánh giá 

5. Sử dụng phép thế lượng giác 

Hy vọng, tuyển tập hệ phương trình của BoxMath góp phần nhỏ đem lại nhiều thành công cho 
các bạn đọc giả, đặc biệt là quý Thầy Cô trong công tác giảng dạy, các em học sinh trong học tập, 
trong các kì thi Cấp khu vực, Cấp quốc gia. 

Cuối cùng thay ban quản trị xin chúc các bạn lời chúc sức, thành đạt trong công sống, và tha 
thiết đón nhận ý kiến đóng góp quý báo của bạn đọc về những tồi tài, thiếu sót để tuyển tập hệ 
phương trình của BoxMath hoàn thiện hơn. 

Hồng Ngự, ngày 16 tháng 6 năm 2012. 

Thay mặt nhóm biên soạn 
LÊ TRUNG TÍN 
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Các thành viên trong ban quản trị, trong nhóm biên soạn 

1. Huỳnh Chí Hào - THPT Chuyên Nguyễn Quang Diêu - Đồng Tháp. 

2. Phạm Tuấn Khải - THPT Trần Văn Năng - Đồng Tháp. 

3. Lê Trung Tín - THPT Hồng Ngự 2 - Đồng Tháp. 

4. Hồ Hoàng Việt - Gò Đen - Long An. 

5. Nguyễn Văn Thoan - Nam Định. 

6. Nguyễn Mạnh Tuấn - Khánh Hòa. 

7. Thái Mạnh Cường - Nghệ An. 

8. Đinh Văn Minh - Vĩnh Phúc. 

9. Giang Hoàng Kiệt - TP Hồ Chí Minh. 

10. Ngô Công Bình - THPT Quảng Xương 1 - Thanh Hóa. 

11. Nguyễn Đức Huỳnh - THPT Hùng Vương - TP Hồ Chí Minh. 

12. Nguyễn Quốc Oanh - THPT Sào Nam -Quảng Nam. 

Wĩ eX 

Hỗ trợ kĩ thuật Latex 

• Châu Ngọc Hùng - THPT Ninh Hải - Ninh Thuận. 

Trình bày bìa 

• Phạm Tuấn Khải 
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1 Sử dụng phép biến đối đại số và phép thế 


1 Giải hệ phương trình: 

/ 

■ 

\ X 3 + 4y — y 3 + lỗx 

(1) 


1 + y 2 = 5 (1 + X 2 ) 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

Phương trình (2) tương đương với y 2 — 5x 2 — 4 (3) 

Thay vào phương trình (1) ta có: 


a; 3 + (y 2 — 5x 2 ) y = y 3 + 16 X 3 — 5 x 2 y — IQx = 0 
- Với X — o^y 2 — 4<^>y = ±2 


X = 0 

X 2 — 5 xy — 16x — 0 


Với X 2 — 5 xy — 16 = 0 y = 


X 2 - 16 


hx 


, thay vào (3) ta có 


X 2 — 16 
5x 


-5x 2 = 4^ 124x 4 + 132ar - 256 = 0 4» X 2 = 1 


X — 1 =>• y — — 3 
X = —1 => y = 3 


Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm là: (x; y) — (0; ±2), (1; —3), (—1; 3)D 


2 Giải hệ phương trình: 



2 (y 4 -x 4 ) 

(x 2 + 3 y 2 ) (3x 2 + y 2 ) 
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Lời giải: 

s/o 


Điền kiện: 

y í 0 

Hệ phương trình tương đương với 


— = 2 y 4 — 2x 4 + 3x 4 + 3 y 4 + 10 x 2 y 2 

X 

- — 3x 4 + 3y 4 + 10 x 2 y 2 — 2 y 4 + 2x 4 

y 

2 — 5 y 4 x + X 5 + 10 x 3 y 2 
1 = 5 x 4 y + y 5 + 10 x 2 y 3 

X 5 + 5 x 4 y + 10 x 3 y 2 + 10 x 2 y 3 + 5 xy 4 + y 5 = 2 + 1 
X 5 — 5 x 4 y + 10 x 3 y 2 — 10 x 2 y 3 + 5 xy 4 — y 5 — 2 — l 

{ -Ự3 + 1 

(x + yf = 3 \x + y =</3 I x 2 

^ < l-yý = l{x--y=l ý3- 1 

I y o 


-|- 1 ->y3 _ 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x; y) — Ị —— / —; — — ;—- I □ 
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3 Giải hệ phương trình: 


X 3 (2 + 3 y) — 1 
X (y 3 — 2) = 3 
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Lời giải: 


Điền kiện: X Ỷ 0 

Biến đổi hệ phương trình thành 


2 + 3 ?/=^ ( 1 ) 


X J 


Lấy (1) + (2) vế theo vế ta được: 


y 3 -2 = ; ( 2 ) 

X 


1 


y +3y = ~ì+ oy ~ -^ + 3 [y- - =0 


x° X 


x° 


^ y 


X 

1 y 


] \y +- 2 + -)+3[y--) =0 

tL 

«|!/-tM!/ 2 + ^ + |+3|=0 


X 


IV, 3 , o 

y + ầ) + iV 3 


= 0 


^y = - 

X 


Thay vào (2) ta được : —T — 2 = - <^> 2x 3 + 3x 2 — 1 = 0 






X = — 1 =>• y — — 1 

1 

X = - => y = 2 
2 y 


Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm là: (x; y) — (—1; —1), Ị V 2 Ị □ 


4 Giải hệ phương trình: 


X 4 -y 4 = 240 

X 3 — 2 y 3 = 3 (x 2 — 4 y 2 ) — 4 (x — 8ỳ) 
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Lời giải: 

Nhân phương trình thứ hai với -8 rồi cộng với phương trình thứ nhất ta được 

X 4 - 8x 3 + 24x 2 - 32x + 16 = y 4 - 16 y 3 + 96 y 2 - 256 y + 256 


+>• (x — 2) 4 — (y - 4) 4 +> 


X — 2 = y — 4 




X — 2 — 4 — y 
Với X = y — 2, thay vào phương trình đầu ta được: 

- 8 y 3 + 24 y 2 - 32 y + 16 = 240 
+> y 3 - 3y 2 + 4y + 28 = 0 
<Mỉ/ + 2) ự -5y + 14) = 0 
«+ y = -2 =+ X — -4 


X = y — 2 
X = 6 — y 
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- Với X = 6 — y, thay vào phương trình đầu ta được: 

- 24 y 3 + 216 y 2 - 864 y + 1296 = 240 
<=> y 3 — 9 y 2 + 36 y — 44 = 0 
^ (y - 2) {y 2 -7y + 22)=0 
y = 2 X = 4 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: (x\ y) — (—4; —2) , (4; 2)D 


5 Giải hệ phương trình: 


X 3 — 8 X = y 3 + 2 y (1) 
X 2 - 3 = 3 (y 2 + 1) (2) 
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Thế (2) vào (1) ta có: 


Lời giải: 


3 (x 3 - y 3 ) = (x 2 - 3 y 2 ) (4x + y) 
<^>x 3 + x 2 y — 12 xy 2 — 0 


■&X (x 2 + xy — 12 y 2 ) — 0 

■&X = 0 \/ X = 3yV X = —4 y 

- Với X — 0, thay vào (2) ta có: y 2 — —2 (vô nghiệm). 

- Với X — 3 y, thay vào (2) ta có: y 2 = 1 -v^ y = ±1 =>■ X = ±3. 

- Với X — —4 y , thay vào (2) ta có: y 2 = ^ =>■ y = X = =f4 \Ị — 

Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm là: 




13 



io 


(x-,y) = (3; 1), (—3; —1), ị -4 \/i 3 ; V 13 ) ’ \ 4 \ 13’ 



6 

13 


6 Giải hệ phương trình: 


X 3 T y 3 — xy 2 — 1 (1) 

4x 4 + y 4 = 4x + y (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 

Thay (1) vào (2), ta có: 

4x 4 + y 4 = (4x + y) (x 3 + y 3 — xy 2 ) 
xy (3 y 2 — 4xy + X 2 ) — 0 
X — 0 =>• y — 1 
y = 0 =>■ X = 1 

r x = y 


< 3 - 


3 ỳ — 4xy + X — 0 


X — 3 y 


Thay vào (1), ta có: X — y — 1 

Thay vào (1), ta có: X — — 7 ==,y = 

v ; ^25 ^25 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: (x; ỳ) — (0; 1) , (1; 0), (1; 1), ^ -ỹ =□ 
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7 Giải hệ phương trình: 



5 


y + 42x ỵ 
5 


V^ỹ = 4 


'x = 2 


ự) 


y + 42x 

*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Điền kiện: X > 0, y > 0 


ự)*< 

Lấy (1) nhân (2) vế theo vế ta được: 


Lời giải: 

< 1 4= * (1) 

X ựỹ y + 42x 


,-4 + ^3 ( 2 ) 


1 2 _ 15 

a: y y + 42x 

(y — 2x) (;y + A2x) — 15 xy 
■c^y 2 — 84x 2 + 25 xy — 0 
<=> (y — 3x) (y + 28x) — 0 
<&y = 3x ( do y + 28x > 0) 


Từ đó thế vào (2) ta 
Vậy hệ phương trình 


* 5 + 2^ 5 + 2\/6 

được: X = 27 ;y = —-- 

đã cho có 1 nghiệm là: (x; y) — ^ 


□ 


8 Giải hệ phương trình: 


xy + X + y — X 2 — 2 y 2 (1) 

Xy/2ỹ — y\Jx — 1 = 2x — 2 y (2) 
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Lời giải: 

Điều kiện: X > 1, y > 0 

(1) X 2 — xy — 2y 2 — (x + y) = 0 
(x + y) (x — 2y) — (x + y) = 0 
(x + y) (x — 2y — 1) = 0 
<^x — 2y — 1 — 0(dox + y>0) 
X = 2y + 1 


Thế vào (2) ta được: 

y\^ỹ + Vĩy = 2 V + 2 

^(ỉ/ + l) (v^ỹ-2) =0 

•v^>a/2 ỹ — 2 = 0 (do?/> 0 => 2 / + l>0) 

&2y — 4 

Oy = 2 =$■ X = 5 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x;y) — (5;2)D 
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Lời giải: 

Lấy (1) + (2) vế theo vế ta được: 

8x 3 + 12 x 2 y + Qxy 2 + y 3 = 27 
4» (2x + yf = 27 
2x + y = 3 
y = 3 — 2 x 


Thay vào (2) ta được: 


2 y 3 - 9y 2 + 7 = 0 




y = 1 => X = 1 

7 + vTÕ 5 . 5 - yĩÕ5 

y — —-—-=>■ X = -T- 

y 4 8 

7 — \/ĨÕ5 . 5 + \/ĨÕ5 

y — -- =>• X — ——7- 

ư 4 8 


Vậy hệ phương trình đã cho có 3 nghiệm là: 


. Í5 + VĨÕ5 7 — >/ĨÕ5\ Í5-VĨÕ5 7+^ĨÕ5\ 

x; y) = (1; 11 ' { “8 ; —4 ) ’ {~s ; ~i ) 


10 


Giải hệ phương trình: 


9x 2 — ẩy 2 — 5 

log 5 (3x + 2 ỳ) - log 3 (3x -2y) = l 
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Điền kiện: 


Ị 3x + 2y > 0 
Ị 3x — 2y > 0 


Lời giải: 
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Khi đó hệ phương trình tương đương với 


Ỉ (3x - 2 ỳ) (3x + 2y) = 5 

( (3x - 2 ỳ) (3x + 2y) = 5 
1 log 5 3.1og 5 (3x + 2 y) - log 5 (3x - 2 y) = log 5 3 

Ị 3x + 2y= — 5 — 

<=> < 3x-2y 

( log 5 3 [log 5 5 - log 5 (3x - 2y) - 1] - log 5 (3x - 2y) = 0 
( (3x - 2y) (3x + 2y) = 5 
1 log 5 3.1og 5 (3x - 2y) + log 5 (3x - 2y) = 0 
J (3x - 2y) (3x + 2y)=5 
1 log 5 (3x - 2y) (log 5 3 + 1) = 0 
í (3x - 2y) (3x + 2y)=5 
[ 3x — 2y = 1 

\ X — 1 

"Ịy = -1 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x\ y) — (!;—!)□ 


11 Giải hệ phương trình: 


X A + x 3 y + 9 y — y 3 x + x 2 y 2 + 9x (1) 
X (y 3 — X 3 ) — 7 (2) 
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Từ (2) ta suy ra: X Ỷ y 


Lời giải: 

(1) 4^ (x 4 — xy 3 ) + {x 3 y — x 2 y 2 ) — 9 (x — y) = 0 
(x — y) [x (x 2 + xy + y 2 ) + x 2 y — 9] = 0 
(x — y) \x(x + y) 2 — 9] =0 
x(x + y) 2 — 9 = 0 (do X Ỷ y) 
x{x + y) 2 = 9 (3) 


Từ (3) ta suy ra X > 0. Từ phương trình (2) ta suy ra y = Ỷ X 3 + — , thay vào (3) ta được: 


x\x+yx 3 +-j =9 


<=> X \x z + 2 X. i X 3 + - + i [ X 3 + - } —9 = 0 


X 3 + 2x 2 . \ X 3 + — + X. \ ( X 3 + — ] —9 = 0 


X 3 + 2xỷx 6 + 7x 2 + ự x(x 4 + 7) 2 — 9 = 0 (4) 
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Xét hàm số: / (x) — X 3 + 2xýx 6 + 7x 2 + x(x 4 + 7) 2 — 9, X > 0 


f' (x) = 3x 2 + 2 


\/x e + 7x 2 + 


6x 6 + 14x 2 
! y/(x 6 + 7x 2 ý 


1 9x 8 + 70x 4 + 49 ^ u „ 
+ ^ = > 0, \/x > 0 

3 3 / r / A , ^\2i 2 


ự[x(x 4 + 7) 2 ]' 


Suy ra / (x) đồng biến trên (0; +oo) Mà / (1) = 0 

Suy ra (4) có nghiệm duy nhất X — 1 =>• y — 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm: (x; y) — (1; 2)D 


12 Giải hệ phương trình: 


£ + 2ary + X ỳ = 2£ + 9 
£ 2 + 2 xy = Ô£ + 6 


ự) 
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Lời giải: 


Ự)** 


{x 2 + xy) 2 = 2x + 9 

-X 2 + 6x + 6 ^ 


2 , -È + 6x + 6 
£ _|-——- = 2£ + 9 


£|/ = 


£|/ = 


-£ 2 + 6x + 6 








X (x 3 + 12x 2 + 48x + 64) = 0 Í£ = OV£ = — 4 

—£ 2 + Ô£ + 6 ^ \ —X 2 + 6x + 6 

— I xy = — 


xy = 

X = 0 

xy = 


2 V ơ 2 

f X = —4 

—£ 2 + 6£ + 6 ( vô nghiệm) V -£ 2 + 6x + 6 


xy = 


X — —A 
17 

V=~T 


17 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x; y) — Ị —4; V- Ị □ 


13 Giải hệ phương trình: 


2x 2 + 4 xy + 2 y 2 + 3x + 3y — 2 = 0 (1) 


X 2 + y 2 + 4xy + 2y = 0 


( 2 ) 
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Lời giải: 

X + y = — 2 

Ta có phương trình (1) 2(x + y) 2 + 3(x + y) — 2 = 0^ 1 

x + y = ệ 

- Với £ + y = — 2 £ = — 2 — y thay vào phương trình (2) ta được 

y — —y , 2 

(-2 - y) 2 + y 2 - 4(2 + y)y + 2y = 0 2y 2 + 2y - 4 = 0 «• 

y = — 2 =$■ X = 0 

- Với x + y= -=>x=~ — y thay vào phương trình (2) ta được 
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3 + \/ĩĩ . -1-VĨĨ 

1 2 / — - A — X — “ 

ị- — y) + y 2 + 4 [ ị- — y)y + 2y = 0<=$ —2 y 2 + 3y + ị = 0 ^ r— 

2 '7 \2 7 4 3- 7ĨĨ -1 + 7ĨĨ 

y — ---- => X = --- 


Vậy nghiệm của hệ là:(x; y) = (1; —3); (—2; 0); 


3 + 7ĨĨ -l-7ĩĩ\ /3-7ĨĨ-1 + 7ĨĨ 


14 Giải hệ phương trình: 


X 4 — X 3 Ỉ/ + X 2 ?/ 2 — 1=0 (1) 

x 3 y — X 2 + xy + 1 = 0 (2) 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 


Lấy phương trình (1) + (2) vế với vế ta được 


X 4 — X 2 + x 2 y 2 + xy = 0 
-v+r(x 3 — X + xy 2 + y) = 0 


rr = 0 

rr 3 — X + xy 2 + y = 0 


- Với X = 0, thay vào (1) không thỏa mãn. 

, o o . „ X 2 — 1 —1 — xy 

- Với X 3 — X + xy + y = 0 -=-— 


, thay vào (2) ta được 


, — 1 — xy — X 4 — X 2 — 1 

x 3 + x= ——— =» y = — --- (3) 

X X 


Thế (3) vào phương trình (2) ta được: 


x 2 (—x 4 — X 2 — 1) — X 2 — X 4 — X 2 — 1 + 1 = 0 x b + 2x 4 + 3x 2 — 0 


x 2 (x 4 + 2x 2 + 3) = 0 


Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệmD 


X = 0 (loại) 

X 4 + 2x 2 + 3 = 0 (vô nghiệm) 


15 Giải hệ phương trình: 

j 2 x 2 y — 3y = — 1 
\xy 2 — 3 y 2 = —2 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Viết lại hệ phương trình thành 


Lời giải: 

(2x 2 — 3)y — —1 
(x - 3)y 2 = -2 


http: //boxmath.vn/ 


11 




www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 


Dễ thấy y — 0 không phải nghiệm của hệ. Như vậy ta có 


2 1 



=>■ 2x — X = — - 

r y 

1 _ 2 

(x — -)(2x + - — 1) = 0 

y y 


<^ 


X — - = 0 

y 

2x + - — 1 = 0 

y 


- Với X = - thay vào phương trình thứ (2) ta được: 

y 


y - 3y 2 + 2 = 0 


y — 1 X — 1 

-2 -3 

y =—— = —— 

3 2 


2 11 

- Với 2x+- — l=0=^a; = ^ — - thay vào phương trình thứ (2) ta được: 

y 2 y 


-^y 1 -y + 2 = 0 


-1 + vlĩ . 7-2V2Ĩ 

y — -3— — ^ X — 


y = 


5 

-1 - y/2Ĩ 

5 


X — 


10 

7 + 2V2Ĩ 
lõ 


Kết lưậmVậy hệ phương trình có 4 cặp nghiệm 

-7-2V2Ĩ -l + y/2Ĩ\ (7 + 2V2Ĩ -l-V2Ĩ\ 


Kêt luận:Vậy hệ phương trình 

(*;ị,) = (l;l),(n),( : 


10 


10 


□ 


16 Giải hệ phương trình: 


X 3 — Axy 2 + 8 y 3 — 1 
2x 4 + 8 y 4 = 2 X + y 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 

Từ hệ phương trình trên nhân chéo 2 vế ta được: 

(2x + y)(x 3 — 4 xy 2 + 8 y 3 ) — 2x 4 + 8 y 4 
x 3 y — 8x 2 y 2 + 12 xy 3 — 0 (1) 


Với y — 0 => X — 1 

Với y Ỷ 0 


” - = 2 => X = 2y 

y 

X 

— = 6 =>■ X = 6y 

y 

X 

- = 0=>x = 0=>y = 0 

L y 
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- Với X = 2y thay vào phương trình đầu ta được 


(2y) 4 — 8 y 3 + 8 y 3 = 1 8 y 3 = 1 => y = ị - =$■ X = l 


- Với X = 6y thay vào phương trình đầu ta được 


(6 yỴ - 24/ + 8/ = 1 ^ 200/ = l^y={ -^ X ={r-T 


200 


216 


200 


Vậy hệ phương trình có 4 nghiệm (x\ y) = 


; y) = (1; 0), (0; 0); ( 1; ĩỊị) ; (\í^] □ 

v v 1 ’ V 8 ) \y 200’ V 200 ì 


17 Tìm m để hệ phương trình có nghiệm: 

X 3 — / + 3/ — 3x — 2 = 0 

+ /1 — X 2 — 3a/2 y — y 2 + m = 0 


X 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 


í - 1 < X < 1 

Điền kiện: < 

l <1 < !) < 2 

Từ phương trình thứ nhất ta có: 


(x + 1 — ỳ) [x 2 + (y — l)x + / — 2y — 2] =0 

Do X 2 + (y — l)x + / — 2y — 2 > 0 bởi điền kiện bài toán nên ta có y — X + 1 
Thay vào phương trình số (2) ta có 

X 2 — 2\fĩ — X 2 — —m 


Xét hàm số f(x) = X 2 — 2/1 — X 2 trong tập [—1; 1] 

—2 < f(x) < 1 — 2 < —m < 1 => —1 < m < 2 

Vậy giá trị của m để hệ có nghiệm là —1 < m < 2D 


18 Giải hệ phương trình: 

2 - ựãpỹ + 2 xy 2 - / + 1 = 2(3 - /2 - x)y 2 (1) 
y/x — y 2 + X = 3 (2) 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

Dễ thấy y — 0 thì hệ phương trình vô nghiệm. 

Xét y / 0 chia hai vế phương trình (1) cho y 2 , ta được phương trình mới như sau: 


-y - -l IX* 

ý 


2x \ 

H —y H—7 — 1 = 6 — 2/2 — 2x 

y 2 y A 

~ ĩ ( x+ ỹ)-'J( x+ ff- 1=6 - ĩ ' /ĩ 
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Đặt X + Aỉ — t. Ta được 21 — \/t 2 — 1 = 6 — 2\J~2 => t = 3 

y 

Với t = 3. Ta có X + 2- = 3 =>■ y 2 = ———, thay vào phương trình (2) ta được 

y 2 3 — X 


3 — X 


+ X = 3 


X = 2 =>■ y = 1 


= 4- V2=>y = ±\/V2 + l 
Vậy hệ phương trình trên có 3 nghiệm là (x; y), (2; 1), ^4 — \/2; a/\/ 2 + 1 j ; ^4 — \/2; — ị/\/2 + □ 


19 Giải hệ phương trình: 


2x 2 + 3xr/ = 32/ — 13 (1) 
3í/ 2 + 2 xy — 2x + 11 (2) 


ự) 


15 * http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ! 

Lời giải: 

^ ^ 3y 2 

Từ phương trình (2) ta rút X = - -ặ— thế vào phương trình (1) ta được 


2y-2 
11 - 3 y 


2 \ 2 


+ 


3(11-3 y 2 )y 






= 0 


22 / - 2 ) 22 / - 2 
(2/ - 3)(2/ + 7)(32/ - 7) 
y -1 

y = 3 =>■ X = —4 

_ 1 7 

y = -7^x= — 

7 . ; 

y = - => X = — 2 
y 3 

/17 

Vậy hệ phương trình có 3 cặp nghiệm (x;y) — (3; —4); 1 —7; — 


= 32/ - 13 


3 ; “ 2 * D 


20 


Giải hệ phương trình: 


í 4x 2 + 3 t/(x — 1) = 7 
Ị 37/ 2 + 4x(y — 1) = 3 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 

Ta có hệ phương trình 




4x 2 + 3 y(x — 1) = 7 
(y-l)[3(y+l) + 4x] =0 






4x 2 + 3x — 10 = 0 
y = l 

3y = — 3 — 4x 
X — 4 




4x 2 + 3 y(x — 1) = 7 
y = l 

3y = — 3 — 4x 
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/5 \ / —19' 

Kết luận :Vậy hệ phương trình có 3 cặp nghiệm(:r; y) = ị 1 j , (—2; 1) í 4; —4— )□ 


21 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 2 = x(y — 1) (1) 

y 2 - 7 = y(x - 1) (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 


Lấy (1) cộng (2) ta được: 
Lấy (1) trừ (2) ta được: 


Thế vào (3) ta được: 


Thế vào (2) ta được 


(x-y) 2 + (x + y + l) = 6 (3) 

X 2 — y 2 + 9 = —X + y 
<^>( X — y)(x + y + 1) = — 9 


■ị^x + y + 1 = 


(x - yf 


-9 

x-y 

9 


(x Ỷ y) 


x-y 


= 6 


{x - yý -9 = 6 (x-y) 
X — y = 3 


X — 


y = T 

, -1 —7 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là X — y = 


22 Giải hệ phương trình: 

< 

\ xy — x + y — 3 

(1) 


Ị^4x 3 + 12x 2 + 9x = —y 3 + 6y + 5 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 


Hệ phương trình tương đương với 




3 xy — 3x + 3y = 9 
4x 3 + 12a: 2 + 9x — —y 3 + 6y + 5 
— 3 y(xy + y — 3) + 3x — 3y = — 9 
4x 3 + 12a: 2 + 9x = —y 3 + 6y + 5 


(3) 

(4) 
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Lấy (3) cộng (4) với theo vế ta được: 

4x 3 + 12x 2 + 12x — 3 xy 2 + y 3 — 3 y 2 + 4 = 0 
o4(x + l) 3 + 4 y 3 — 3 y 2 (y + X + 1) = 0 
<í+(x + y + 1) [4(x + l) 2 — 4{x + 1 )y + y 2 ] =0 
+ y + 1) 2 (2x + 2 — y) 2 = 0 
X + y + 1 = 0 
2x + 2 — y = 0 

- Với x + y + 1 — o^y — —X — 1 thay vào (1) ta có X 2 + 3x + 4 = 0 (vô nghiệm) 

-3 +Vũ 

X = - ~v - 

- Với 2x + 2 — y = 0oy = 2 + 2x thay vào (1) ta có 2x 2 + 3x — 1 = 0 A _ 

- 3 -VĨ 7 

r~ 4 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm: (x; y) = 1 + 1 D 


23 Giải hệ phương trình: 




Ị 4x 2 + y 4 — 4xy 3 = 1 

(1) 


ì 2x 2 + y 2 — 2xy — 1 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Nhân vế của (2) với —2 rồi cộng cho (1) vế theo vế ta được: y 4 — 2y 2 — 4xy 3 + 4 xy + 1 = 0 


o (y 2 - l) 2 - 4 xy (y 2 - 1) = 0 
^ {y 2 - l) {y 2 - 1 - 4 xy) = 0 
y = IV y = — 1V|/ 2 - 1— 4 xy — 0 


Nếu y — 1, thay vào (1) ta được: 4x 2 + 1— 4x = 1 X (x — 1) = 0 +> 
Nếu y = —1, thay vào (1) ta được: 4x 2 + l + 4x = ly^a;(a; + l) = 0<^ 

y 2 — 1 

Nếu y 2 — 1 — 4 xy = 0 +> X = ——, thay vào (1) ta được: 


X = 0 
X — 1 

r X =0 


y = 1 =+ X = 0 

y — —1 ^ X — 0 

ị ( y \ũ, 1 ì + y 4 - 4 f - ~ V = 1 % 4 - % 2 + 1 = 0 \/5 Vỹ 

V 4 y ) V 4 -y J ỉ/= 5 = - 5 

Võ . V5 

L y= 5 = " X= 5 


Vậy hệ phương trình có 4 nghiệm là: 


(x;y) = (l;l),(0;l),(-l;-l),(0;-l), 


V5. VA 
5 ’ 5 J 


V5._Vỏ) 

5 ’ 5 J 
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Lời giải: 

Lấy (1) trừ (2) vế theo vế ta được: 

X 4 — x 2 y 2 + 5 (y — x) = 0 

X 2 (x 2 — y 2 ) — 5 (x — y) = 0 
-v^> X 2 (x — y) (x + y) — 5 (x — y) = 0 
^ {x — y) [x 2 (x + y) — 5] =0 
■c? x = y V X 2 (x + y) — 5 = 0 


Nếu X = y, thay vào (1) ta được: 

X 4 + 5x = 6 {x 2 — X + 3) (x + 2) (x — 1) = 0 


X — —2 ^ y — —2 
X — 1 =>- y — 1 


Nếu X 2 (x + y) — 5 — 0 ^ y — — X Thay vào (1) ta được: 

X 

X 4 + 5 V - x^j = 6^x 6 -5x 3 ~6x 2 + 25 = 0 
6 

Từ (2) ta có: 5x = 6 — x 2 y 2 < 6 =>• X < p 
Do đó: 2 

5x 3 + 6x 2 < 5. 0^ + 6 0^ < ^ < 25 =*► X 6 - 5x 3 - 6x 2 + 25 > 0 


Sưy ra trường hợp này hệ vô nghiệm 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: (x; y) — (—2; —2) , (1; !)□ 


25 Giải hệ phương trình: 


1 y 2 Jx „ 

—7= H —-h 2 (1) 

/XX y 

y (ựx*TĨ + 1) = Vĩx 2 + 3 (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

X > 0 


Điều kiện: 

y 7^0 

Phương trình (1) tương đương với 


yựx + y 2 — 2 X\fx + 2 xy 
45y 2 + [\fx — 2x) y — 2 xựx — 0 

y = -ựx 

y — 2x 




- Nến y — — y/x, thay vào (2) ta được: 


(Va ; 2 + ĩ + l) = V3x 2 + 3 
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Ta có: — y/x (Va; 2 + 1 + l) < 0 < V3x 2 + 3 nên phương trình này vô nghiệm 
- Nếu y — 2x, thay vào (2) ta được: 

2x ị\/x 2 + ĩ + 1 j = V3x 2 + 3 
X 2 + ĩ ^2a; — vỉj = 2x 

Oov» 

= - (3) 

2x-V3 

2^£* 

Xét 2 hàm số: / (x) — VX 2 + 1, X G (0; +oo) và <7 (#) = —— X G (0; +oo) 

_ 2x — y3 

_2 -v/3 

f (x) = 7 = > 0,Vo; e (0; +oo); g' {x) = — 4- < 0, Va; G (0; +oo) 

Vr + 1 2x — Vũ 

Sưy ra / (a;) đồng biến (0; +oo) trên và g (x) nghịch biến trên (0; +oo) 

Ta thấy f(V 3) = g(V 3) = V3 là nghiệm duy nhất của phương trình (3) 

Suy ra (4) có nghiệm duy nhất X — Vĩĩ y = 2y/3 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (V3;2vV)n 


26 Giải hệ phương trình: 

< 

co 

Ị 

00 

+ 

i 

1 

(1) 


(x - l) 4 = y 

\ 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 


Điều kiện: x > 1 

Với điều kiện đó, thay (2) vào (1), ta được 

a; 3 — 8 + s/x — 1 = (x — l) 2 
y^a; 3 — X 2 + 2x — 9 + Vx — 1 = 0 


Xét / (a;) = a; 3 — a; 2 + 2a; — 9 + \/a; — 1 

Ta có f (x) — 3x 2 — 2x + 2 -ị — = 2o; 2 + 1 + (x — l) 2 H— , > 0, Vo; > 1 

— 1 Vx — 1 

Như vậy / (x) đồng biến trên [1; +oo), lại có / (2) =0 nên phương trình / (x) = 0 có nghiệm duy 
nhất X — 2. Suy ra y = 1. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x; y) — (2; !)□ 



**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 

Nếu X — 0, thì hệ phương trình vô nghiệm. 

Xét X Ỷ 0- Nhân hai vế của (2) với X, ta được: xy + x 2 y 2 = — 6x 3 
Thay vào (1), ta có: 


http: //boxmath.vn/ 
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6 (l + x 3 y 3 ) — 19 {xy + x 2 y 2 ) 
-2 

xy = 




3 

-3 


xy = 


xy — —1 


Với từng trường hợp, thay vào (1), ta suy ra được các cặp nghiệm 


'1 \ /_ 1 

Vậy phương trình có hai nghiệm (x; y) là: ( —2 j và í \ 3 ) □ 


X — y — —2 
3 y 

- 1,0 

X = ——; y — 3 
2 

a; = 0 (loại) 


28 Giải hệ phương trình: 


y + xy 2 — 6x 2 (1) 

1 + x 2 y 2 — 5x 2 (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 5 

Lời giải: 

Nến X = 0,thì từ (1) suy ra y = 0, loại do không thỏa mãn (2) 

Nến y — 0, thì từ (1) cũng suy ra X = 0, loại do không thỏa mãn (2) 

Vậy X Ỷ 0, y Ỷ 0 

Chia (1) cho y, chia (2) cho y 2 ta được 


1 1 

- + X = 6x.~ (1) 

y y 

-K + X 2 = 5x 2 .-^ (2') 

y 2 y 2 


Suy ra 


1 

6x- 

y 


1 / 1 \ 

2x- — 5 \ x- I 

y \ y. 


1 

X- — 0 

y 

1 2 

x ỹ - 31 


1 


Trường hợp X- — 0 loại do X Ỷ 0) y Ỷ 0 

y ’ . 

1 _ 2 

Vậy từ (1') suy ra { y l 31 12 

x+ .. = ^ 
y 31 

1 , _ , 12 , 2 
Suy ra X, - là nghiệm của phương trình t z — —t + — = 0. 
y 31 31 

2 g 

^ J — < 0 nên vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệm.□ 


29 Giải hệ phương trình: 


X 2 (1 - 2 ỳ) = y 2 (4x + 2 ỳ) (1) 
2x 2 + xy — y 2 = X (2) 
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**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 


Nếu X = 0 thì y = 0. Vậy (0; 0) là một nghiệm 
Xét i/o, nhân cả hai vế của (2) với X, ta được 


Suy ra 


X 2 — Axy 2 + 2 y 3 + 2 x 2 y 
x 2 — 2x 3 + x 2 y — y 2 x 

2x 3 — x 2 y — 5 xy 2 — 2 y 3 = 0 
(x — 2y) {x + y) (2x + y) = 0 
X = 2 y 

^ \ x = -y 
1 

X = — -y 
2 y 


- Với X = 2 y, thay vào (2) ta được 9y 2 — 2y = 0 -v=> 


^ 2 4 

Trong trường hợp này hệ có nghiệm (0, 0), ( - 

9 9 


y = 0 
2 


y = 


9 


Với X — —y, thay vào (2) ta được X — 0. Vậy hệ có nghiệm (0; 0) 

i \ \y= l 

Với X — — ^ y, thay vào (2) ta được y 2 = ^y 


2 

y = 0 


Trong trường hợp này hệ có nghiệm: ^ 2 ’ — 4 ^) ’(*-*’*-*) 

/1 1\ (2 4' 

Vậy hệ phương trình đã cho có 3 nghiệm: Ị Ị , (0; 0) và ( Ị □ 

V 2 4 / V 9 9 


30 Giải hệ phương trình: 

< 

\ y{xy — 2) = 3x 2 

(1) 


ị^y 2 + x 2 y + 2x = 0 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho tương đương với 

y(xy - 2) = 3x 2 (1) 
y(y + x 2 ) = -2x (2) 


Suy ra 

Thế (3) vào (1), ta được 


xy — 2 —■ĩ>x A — 3x 3 

y + X 2 2 ; •’)./• 


4 — 3x 3 ( 4 — 3x 3 

X.- 


2} =3x 2 


5x \ 5x 
& (4 - 3x 3 ) 2 - 10.(4 - 3x 3 ) - 75x 3 = 0 
9x 6 - 69x 3 - 24 = 0 
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t = 8 


t -3 


Đặt X 3 — t, ta được 9 1 2 — 69 1 — 24 = 0 +> 

- Với t — 8 suy ra X = 2 dẫn đến y — —2 

- Với t — suy rax= ]J-3- dẫ n đến y 2 + ^'^ 3 ' = 

Phương trình này vô nghiệm do A = (ịỊ^\ — 8.y^- < 0 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x',y) duy nhất là: (2; — 2)D 


I 31 Giải hệ phương trình: 


5x 3 + 3 y 3 — 2 xy = 6 
2>x 3 + 2 y 3 + 3 xy — 8 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 


Hệ phương trình đã cho tương đương 

5x 3 + 3 y 3 = 6 + 2 xy ( X 3 = 13 xy — 12 


Suy ra 


< (*) 

3x 3 + 2 y 3 = 8 — 3 xy 1 y 3 = —21 xy + 22 


(xyf = (13 xy - 12) (-21 xy + 22) 

+> (xy — 1) ((xy) 2 + 274 xy — 264) = 0 
xy = 1 

xy = -137 - V19033 


+>• 


xy = -137 + ^19033 


- Với xy — 1, thay vào (*) ta được nghiệm của hệ phương trình là (1; 1) 

^ „ f X = ^13a - 12 .. , _ 

- Với xy = —137 — a/19033, ta được < _với a — —137 — V19033 

[y= \/-21a + 22 

. í X = \/l3 b -12 .. . 

- Với xy — —137 + \/19033, ta được < _với b = —137 + \/19033 

[y= \/-21b + 22 

Vậy hệ phương trình đã cho có 3 nghiệm: 

(1; 1), (x= s/13ữ — 12; y = ^-21a + 22) và (x = ^136-12; y = \/-21ò + 22) 
với a = -137 - V19033 và b = -137 + V19033.D 


32 Giải hệ phương trình: 

< 

f 4x 2 + y A — 4aư/ 3 = 1 

(1) 


[ 4x 2 + 2y 2 — Axy — 2 

(2) 
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Lời giải: 

Trừ vế theo vế được 


y A - 2y 2 + Axy(l - y 2 ) = -1 
o {y 2 - l ) 2 = 4 xy(y 2 — 1) 

^ {y 2 - 1) (ỉ/ 2 - 1 - 4Xỉ/) = 0 
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- Với y 2 — 1 ^ y — ±1. Ta có 4 nghiệm (0; 1) và (1;1) và (-1;-1) và (0;-l) 

- Với y 2 — 1 = 4 xy, thay vào (2), ta được Ax 2 + y 2 = 10y 2 = l— Ax 2 (3) 

Lại thay (3) vào (1) ta có 

(1 — 4x 2 ) 2 — 4x7/(1 — 4x 2 ) = 1 — 4x 2 

Nếu 1 — 4x 2 = 0 thì y = 0 không thoả hệ. Vậy 1 — 4x 2 — 4 xy = 1 X 2 + xy = 0 

Với X = 0 => y = ±1 

Với X = —y thay vào hệ được X — ±ự= 

Vậy hệ đã cho có các nghiệm (x;y)là: (0;1),(0;-1),(1;1),(-1;-1) 


33 Giải hệ phương trình: 

{ 2 x 2 y + 3 xy — 4x 2 + 9 y 
7y + 6 = 2x 2 + 9x 
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Lời giải: 


Ta có từ (2) suy ra: y — 
Thay (3) và (1), ta được 


2x 2 + 9x — 6 


Sưy ra 


2x 2 + 9x — 6 


2x 2 + 9x —6\ 7.4x 2 , / 2x 2 + 9x — 6 

7 ) = 7 +9 ( 7 


(2x 2 + 9x — 6) (2x 2 + 3x — 9) = 28x 2 
4x 4 + 24x 3 — 31x 2 — 99x + 54 = 0 


í X — ^ J (x + 2)(4x 2 + 18x — 54) = 0 


1 

x ~ 2 


X = 2 


-9 + 3y/33 
4 

-9-3y/33 


1 -1 /1 -1 
Với X = - => y = Sưy ra hệ phương trình có nghiệm Ị — 

Zj i 1 

-16 _ , ( 

Với X — —2 => y — — . Suy ra hệ phương trình có nghiệm 1 —2; 

-9 + 3V/33 0 n , ... I 

Vơi X — - -Ị— - > y — 3. Suy ra hệ phương trình có nghiệm Ị 

—9 — 3y / 33 I 

Với X = - Ỵ -» y — 3. Suy ra hệ phương trình có nghiệm I 


-9 + 3Ự33 


-9-3V33 


Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm (x; y) là: 


bTÌ’h 


9 + 3V33 \ s [-9-3V33 

, ; 3 và —r- 


; 3 .□ 
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34 Giải hệ phương trình: 


'ỊJ _ 2 

\Jx + y + \Jx + 3 = (1) 


X 


V x + y + y/x = X + 3 


( 2 ) 
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Lời giải: 


Điền kiện: X > 0 


(1)^ 


y -3 


y -3 


y/x + y - V x + 3 






y = 3 

\Jx + y — \Jx + 3 = X 


Với y — 3, thay vào (1), suy ra X = 0 

Với i/rr + y — y/x + 3 = a; (3). Thay vào (2) ta được 


X + 3 — ^ — \/ãr+~3 = a; 
<=> 2x + 3 + 2\A; 2 + 3x = 9 
Vx 2 + 3x — 3 — X 
X <3 




9 — 6a: + X 2 = X 2 + 3x 


<=> X — ĩ 

Thay vào (3), suy ra y = 8 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;y) là (1; 8)n 


35 Giải hệ phương trình: 


(x — y) 4 — 13x — 4 
y/x + y + V3x - y = \Ỉ2 
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Ta có 


Lời giải: 

V x + y + V 3x — y = Võ, 

<^x + y + 3x — y + 2V(x + y) (3x — y) — 2 1 — 2x — V ( x + y) — y) 

4x 2 — 4x + 1 = 3x 2 + 2 xy — y 2 , X < ^ 


(x — y) 2 = 4x — 1 
Thay vào (1), ta được 


(4x - iy = 13x-4 
5 

I ? “ 16 
X — 1 


1 5 —3 

Do X = 1 > 2 - nên loại nghiệm này. Vậy X — v~. Sưy ra y = ■ 

2 16 16 

/ 5 —3\ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là: ( v ~; —V □ 

\16 16/ 
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Lời giải: 

Nếu X — 0 thì y — 0 và ngược lại. Vậy (0; 0) là 1 nghiệm của hệ 
Xét xy Ỷ 0- Từ phương trình thứ 2 suy ra X, y cùng dấu 
Nhân chéo 2 vế của 2 phương trình trong hệ đã cho, ta được 


20 x 2 y 2 - 20 y 4 = 3x 4 + 3x 2 y 2 
<=> 3x 4 - 17x 2 y 2 + 20 y 4 = 0 


X 2 — ịy 2 



X — 2y 
3x — vT% 


(vì x,y cùng dấu) 


- Nếu X — 2 y, thế vào (1) 

- Nếu 3x — VĨ5y, thế vào 

Vậy hệ có 5 nghiệm (x; ỳ) 


ta được (x;y) — (2; 1) và (x;y) — (—2; —1) 

. > ' ' / \ [</30375 ỷĨ35\ w . 

(1) ta được (x]y) = 1 —; -ị- 1 và {x;y) 

1N ^ ín ^ n ^ (^30375 ^Ĩ35\ 
là: (0; 0), (2; 1), (-2; -1), í ã ’ 2~ ) và 


[-\/3Õ375 —^ỵĩ35\ 

— -^30375 -^Ĩ35\ 

6 ’ 2 



Lời giải: 

Điều kiện: X, y không đồng thời bằng 0 

- Nến X = 0 thì thay vào (1), ta được y — 1. Nghiệm (0; 1) thỏa mãn hệ phương trình 

- Nến y = 0 thì thay vào (2), ta được X = 1. (x; y) — (1; 0) không thỏa mãn hệ phương trình 
Xét X, y Ỷ 0 

Nhân cả hai vế của (1) với y, nhân cả hai vế của (2) với X, ta được 


Ỉ xy + 
xy + 

Cộng vế theo vế (3) và (4), suy ra xy + 1 = 


xy + 2 y 2 
X 2 + y 2 
2x 2 — xy 


y X = 


= 2 y (3) 


= 0 (4) 

^=4 (</ # 0 ) 

y 


Thay vào (2) ta được 
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2 (y - 1) y - y 3 , _ n 

—-770-;-h y = 0 

(y - I) 2 + y 4 


&y 


y 4 -1 


= 0 


L(y-1) +ỉ/ 4 . 

&y = ±i 

- Nếu y = 1 , thay vào (2) suy ra X — 0 hoặc X = — 2 

- Nếu 7 / = — 1 , thay vào (2), cũng suy ra được X = 0 hoặc X = — 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm (0; 1) , (—2; 1), (0; —1) , (—2; —!)□ 


38 Giải hệ phương trình: 

< 

[ 2x 2 + a; + y 2 = 7 

(1) 


ÍC2/ — £ + 7/ = 3 

(2) 
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Lời giải: 


Nếu X — — 1 thì không thỏa mãn (2). Vậy X Ỷ — 1 
Từ phương trình (2) ta có xy — X + y — 3 =>• y = 
Thay y vào phương trình (1) 


X + 3 

X + 1 


(1) 2x 2 + X + 


X + 3 


(2ar + X — 6) + 


X +1 
X + 3 

X + 1 


= 7 
2 


= 0 


^ {x + 2)(2x - 3) + ——— 2 -(z + 2) = 0 

(x + 1) 


(x + 2) 


2x 3 + X 2 — 4x + 1 






(x + lỴ 

X — —2 

2x 3 + X 2 — 4x + 1 = 0 
X — —2 

X = 1 
1 


= 0 




^(-3-^Ĩ7) 
(-3 + vTr) 


1 

x = i 


- Với X — —2, ta có nghiệm (—2; —1) 

- Với X — 1, ta có nghiệm (1; 2) 


- Với a: = 1, ta có nghiệm (1; 2) 

1 X í 1 X 9 — vTA 

- Với x — ị (-3 — vTf), ta có nghiệm ỉ 2- (—3 — a/Ĩ7) ; ^1 

- Với £ = - (—3 + y/Ĩ7) , ta có nghiệm (—3 — vTf) ; 9 
Vậy hệ phương trình có 4 nghiệm: 

( - 2; -*>' 2) ’ (ì (- 3 - • rrS)' (ỉ (-3 - ^) ^) □ 
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39 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 3y = 9 

y A + A(2x - 3 )y 2 - 48y - 48x + 155 = 0 
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Lời giải: 


9 — X 2 


Ta có (1) +> y 

o 

Thay vào (2) ta có: 


7 + 4 (2x - 3) y 2 - 48 ( 9 -— 1 - 1 - 48z + 155 = 0 


+> y 4 + 4 (2x — 3) y 2 + 16x 2 — 48x + 11 = 0 
+> (y 2 + 4x — ll) (y 2 + 4x — l) =0 
y 2 = —4x + 11 (3) 
y 2 — —4x + 1 (4) 

9 — X 2 


4 + 


y = 


Thay (1) vào (3), ta được 


9 — X 2 \ 2 


= —4x + 11 (*) 


X 2 - 3\/2x + 3\/2 = 0 (6) 


X' 


+ 372*-372 = 0 (7) 


Ta có (*) +> X 4 — 18x 2 + 36x — 18 +> X 4 = 18(x — l) 2 +> 

3 ^+^ 18^1271 1272 - 6 736 - 2472 


( 6 )^ 


X — 


X = 


Thay (1) vào (4) ta có 


X — 


X — 


2 

y — 

12 

372- 7l8 - 1272 


1272 + 6736 - 2472 

2 

y — 

12 

■372 + 7l8 - 1272 


-1272 + 6736-2472 

2 

^ y — 

12 

-372- 718-1272 

—+ 'ĩ / — 

-1272-6736-2472 


12 


9 — X 2 


y = 


9 — x 2 \ 2 


= —4x + 1 (**) 

V V o / 

(**) <{=>■ X 4 — 18x 2 + 36x + 72 = 0 

+> (x 2 — 6x + 12) (7 + 6x + 6 ) =0 
+>• X 2 + 6x + 6 = 0 (do X 2 — 6x + 12 > 0, Vx) 
X = — 3 + 73 => y — —1 + 273 
y = — 3 — 73 =>• y = — 1 — 273 

Vậy hệ phương trình có 6 nghiệm như trên. □ 
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40 Giải hệ phương trình: 


X 2 + y 2 = X — y 
y° — x° = y — X 
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Lời giải: 

Ta có 

X 2 + y 2 = X — y \ x{x — 1 ) = —y(y + 1 ) ( 1 ) 




y — X = y — X 


y(y - I)(y +1) = x 2 (x - 1) (2) 


Thế (1) vào (2) được 


Nếư X = 0 thay vào (1), ta được 


- Nếư X — 1 thay vào (1), ta được 


— x(x — 1 )(y — 1 ) = x 2 (x — 1) 
x(x — l)(x + y — l) = 0 

X = 0 
\ X = 1 
X — 1 — y 

y = 0 
y = -1 
y = 0 
y = -1 


- Nếư X = 1 — y thay vào (1), ta được (1 — ỳ) {—ỳ) — —y (y + 1 ) ^ —ý 2 = 0 y = 0 
Vậy hệ phương trình có các nghiệm 

(x;y) là: (0; 0), (0; —1), (1; 0), (1; —1) □ 


I 41 Giải hệ phương trình: 


X 3 — y 3 = 4x + 2 y 
X 2 — 1 = 3(1 — y 2 ) 
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Lời giải: 

Xét 4 — x 2 = 0^x = 2,y = 0 hoặc X — —2, y = 0 (cả hai đều thỏa mãn). 

Xét y — 0 suy ra X = 2 hoặc X — —2 (thỏa mãn) 

Xét y Ỷ 0 X Ỷ ±2 
Ta có: 

Ax — X 3 = —(y 3 + 2 ỳ) ị x(4 — X 2 ) — —y(y 2 + 2) 


(*) o 


4 — X 2 = 3 y 2 




4 — X 2 = 3 y 2 


Sưy ra 3 xy = — (y 2 + 2). Vậy 


y 2 = -3 xy - 2 (1) 
X 2 = 10 + 9 xy (2) 


Mặt khác hệ phương trình cũng có thể viết thành 
Thay (1), (2) vào ta được: 


(x — y)(x 2 + y 2 + xy) — 2(2x + y) 
(x-y)(x + y) = 4(1 — y 2 ) 

{x — y)(8 + 7 xy) — 2{2x + y) 

(x + y)(x + ỳ) — 12(1 + xy) 
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( ' í 2x — y \ 

Mặt khác, X khác y nếu X — y thì hệ trở thành < vô nghiệm nên 

V \x = y = ±l J 

=>■ 12(8 + 7xy) (1 + xy) — 2(2x + y)(x + ỳ) 

=>• 6(8 + 7xy) (1 + xy) — 2x 2 + y 2 + 3 xy 

_5 

Lại thay (1), (2) vào cho ta 6(8 + 7xy)(l + xy) — 18 (xy + 1) xy — -Ỵ- 

- Với xy — —1 ta được X — —1, y = 1 hoặc X — 1, y — — 1. 

-5 , , ' 5 i , -5 1 

- Với xy — —— ta được X — —ỵ=,y — — 7 = hoặc X — —7=,y — — 7 = 

7 y/7 y/7 \/7 y7 

Vậy hệ phương trình có sáu nghiệm (x-,y) là: (1;-1); (-1; 1); (2; 0); (-2; 0); 


42 Giải hệ phương trình: 


2x 2 + xy — y 2 — 5x + y + 2 = 0 (1) 

X 2 + y 2 + X + y — 4 = 0 (2) 
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Lời giải: 

Ta có (1) 2x 2 + x(y — 5) — y 2 — y + 2 — 0 

Xét A x = (y- 5 ) 2 - 4.2. (-y 2 -y + 2 )= 9 y 2 + 18y + 9 = 9 (y + l ) 2 

Vậy suy ra 

X = 5 — y + 3 (y + 1) — 2y + 8 
X — 5 —y — 3(y + í) — —4 y + 2 
Nếư X = 2y + 8 , thay vào (2) ta được 

(2 y + 8) 2 + y 2 + 2y + 8 + y — 4 = 0<^> 5 y 2 + 35 y + 68 = 0 (vô nghiệm) 


Nến X — —4 y + 2, thay vào (2) ta được 


(-4 y + 2) 2 + y 2 - 4y + 2 + y - 4 = 0 
17 y 2 - 19y + 2 = 0 
ỉ/ = 1 




y = 


17 


- Với y = 1, suy ra X = —2 

” ' , _ 2 m _ 26 

- Với y — — , sưy ra X = — 

17 17 

/26 2 

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm (x; 7 /) là: (—2; 1); ( Y 7 ’ 17 ) ^ 


43 Giải hệ phương trình: 


3 ( X 3 — y 3 ) — 4xy (1) 
x 2 y 2 — 9 (2) 
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Lời giải: 
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Từ (2) suy ra 


xy = 3 


xy — —3 

Nếu xy — 3 thì thay vào (1) ta được 


X 


X 3 - - =4^ 


X 


X 


= 2 —■s/ãĩ 

= 2 + ^31 


X 


= p-Vsĩ-,y = 

= \Jĩ+V3Ĩ',y = 




</2+731 


Nếu xy — — 3thì thay vào (1), ta được 

X 3 — ^ = 4 (x 3 ) 2 — 4x 3 + 27 = 0 (vô nghiệm) 

Vậy hệ phương trình đã cho có hai nghiệm. □ 


44 Giải hệ phương trình: 

< 

Ị cos 2 X — sinx. sin y 

(1) 


( sin 2 X — cos X. cos y 

(2) 
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Lời giải: 

Cộng vế theo vế của hệ phương trình, ta ctược cos (y — x) = l<^y = x + k2n, k e z 
Thay vào (1), ta ctược 

cos 2 x = s inx. sin (x + k2n) 

<=> cos 2 a; = sin 2 x 

7 T Ỉ 7 T 

•vv- X = — H——, I G z 
4 2 

7Ĩ mn 

Suy ra y = - + —, m e z 

/ 7 T 7 T 7 T 7 T \ 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x; y) là: + / —; — + m—J iịi m Ễ Z)D 


45 Giải hệ phương trình: 


2v^T2 + ựỤTTĩ = 5 

2^ịỊT2 + V^Ĩ=5 
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Lời giải: 

Trừ vế theo vế của 2 phương trình trong hệ ta được: 

9 x-y = x-y 
\Jx + 2 + y/y + 2 - 1 + \/a; - 1 




® = y 


2 (Va; + 2 + Vỉ/ + 2 ) = vv “ 1 + Vx -1 


Trường hợp 1: X — y 


http: //boxmath.vn/ 


29 





www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 


Thế vào phương trình thứ nhất của hệ, ta được: 

2Vx + 2 + Vx-l = 5 

5x — 18 + A^x 2 + X — 2 = 0 




.18 
X < — 

5 


16 (x 2 + X - 2) = 25x 2 + 180x + 324 


. 18 
x - 5 


o < 


X = 2 -X^x = 2^y = 2 
178 


X = 


9 


Trường hợp 2: Viết lại 

2a Jy — ĩ + 2vdc - ĩ = Vx + 2 + a/ỉ/ + 2 
^ 2 (5 - 2A + 2 ) + 2Va;- 1 = y/x + 2 + 5 — ^ — 1 

2\/a; + 2 = \Ac — 1 + 3 
<t^4(a: + 2) = a; + 8 + 6\/x — 1 
^ X — 2 ựx — 1 

X 2 — ịx J rị = ữ^x = 2^y = 2 


Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (2; 2)D 
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Lời giải: 

Điều kiện: X 2 > y 2 
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Biến đổi hệ phương trình đã cho: 








«=>• 




X 2 — y 2 = 


48 

y 

48 _ _ . 

X + y + — = 24 

y 

nA .. 48 

X = 24 — y — — 

y 

2 _ 2 4S 2 

x -y - 2 

y 

_ 48 

X = 2A — y — — 

y 

.. 48\ 2 n 48 2 

24 - y - ^ 

y 

ni 48 
X = 24 — y — — 
y 

2.24.48 

24 2 - 2.24.7/ - —+ 2.48 = 0 


y 2 = —y 
r 


y 


o, .. 48 

X = 24 — y — — 

y 

y = 6 

y = 8 

y = 6 

y = 8 
X = 10 


Vậy hệ phương trình có nghiệm (x;//) là (10; 6) và (10;8)n 


47 Giải hệ phương trình: 


ar 


x 3 7/ + x 2 y 2 — 1 


x 3 7/ — X 2 + xy = — 1 
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Lời giải: 


Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ : 




" 2 (x 2 — 2 xy + y 2 ) + x 3 y — 1 
-x(x — y) + x 3 y — —1 

x 3 y = — 1 + x(x — y) 




X 2 (x — y) 2 + x 3 y — 1 
-x(x — y) + x 3 y — —1 


( 1 ) 

X 2 (x — y) 2 + x(x — y) — 2 = 0 (2) 

Giải phương trình (2), ta đặt x(x — y) = a, nên có: 

0 = 1 


0 + a — 2 — 0 


a = — 2 


Với a — x{x — ỳ) = 1, ta đem thế vào phương trình (1), vậy nên dẫn đến: 

X = 0 


X y = 0 


y = 0 


Với X = 0 hệ phương trình đã cho vô nghiệm 

Với y — 0 thế vào ta được nghiệm X = 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 bộ nghiệm (x;y) = (1; 0)n 
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48 Giải hệ phương trình 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương: 

{(x - l) 2 + 3(x - 1) + 3) ((y - l) 2 + 3(ỉ/ - 1) + 3) = 3 
^>0 - 1 ) 2 (y - l) 2 + 3(x - l)(y - 1)0 + y + 1) + 3{x - l) 2 + 9(x - 1) + 3 (y - l) 2 + 9(y - 1) + 6 = 0 (1) 

Với y = 1 không là nghiệm của hệ. Với y Ỷ 1, phương trình thứ hai của hệ tương đương: 

s-l=-4ĩ (2) 
y -1 

Thế (2) vào (1), ta được: 

54 35 

(y-1) 2 + 9(^-1)+ -^- + -^— + 32 = 0 

y - 1 (y - I) 2 

Đặt t — y — 1, điều kiện í 7 ^ 1 Ta có phương trình sau: 

t 4 + 9í 3 + 32í 2 + 54í + 36 = 0 ^ (t + 2)(í + 3)(t 2 + 4x + 6) = 0 ^ 

Với t — —2, ta được: y = —1, X — —2 
Với t — —3, ta được: y = —2, X — — 1 
Vậy hệ có hai nghiệm: ( x,y ) = (—2; —1), (—1; —2)D 

p 49 Giải hệ phương trình: 

2x 2 + xy — y 2 — 5x + y + 2 — 0 
X 2 + y 2 + X + y = 4 
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Lời giải: 

Nhóm nhân tử phương trình thứ (1) ta được: 

(x + y — 2){2x — y + 1) = 0 

Ta thế y = 2 — X vào phương trình (2), ta được nghiệm X — 1 
Ta thế y = 2x + 1 vào phương trình (2), ta được kết quả: 

5x 2 + 7x — 2 = 0 

“7 + -\/89 . -2 + V89 

Với X — -— -thì y — -—- 

10 _ y 5 

_—7 — \/89 —2 ~> -v/89 

Với X — -——- thì y — -—- 

10 5 

Vậy hệ phương trình đã cho có 3 bộ nghiệm 

/-7 + a/89.-2 + V89\ í-7- VỖ9. -2- \/8õ\ m 

ư v) = (1; 1), ; ÌS J ’ (^0 ; 5 ^) a 

p 50 Giải hệ phương trình: 

y3 — X 3 (9 — X 3 ) 
x 2 y + y 2 — 6x 
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(x 2 + X + l)(y 2 + y + 1) = 3 
(1 -x)(l - ỉ/) = 6 
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Lời giải: 

Với y — í) thì X — 0, vậy (0; 0) là nghiệm của hệ 

Với y Ỷ 0, thì hệ phương trình đã cho tương đương với: 


2 I 3 
X + y 

X 

X 2 + y 6 


-3 y 


X + y 


X 


= 9 


X y 

Dẫn đến ta có kết quả saư sau y 3 = 8 y = 2 
Với y = 2 thì X — 2 hoặc X = 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có 3 nghiệm (x;y) — (2; 2), (1; 2), (0; 0)D 


51 Giải hệ phương trình: 


2 y 2 x + 2x + y 3 — y 2 — 1 = 7y 
2 y 2 + 2 xy + 1 = 7 y 
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Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho tương đương : 

y(-2y 2 + 2y - 1) + 2x + y 3 - y 2 - 1 = 7y 
2 y 2 + 2 xy + 1 = 7 y 

2 X = y 3 — 6 y 2 + 8y + 1 
2 y 2 + 2 xy + 1 = 7 y 

2 X = y 3 — 6 y 2 + 8y + 1 
2y 2 + y(y 3 - 6y 2 + 8y + 1) + 1 = 7y 

2 X = y 3 — 6 y 2 + 8y + 1 
y 4 — 6 y 3 + 10 y 2 — 6y + 1 = 0 








_2x — y 3 — 6 y 2 + 8y + 1 \ X — 2 

< > < , < > < 

(y- 1 ) 4 = 0 ^ = 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x;y) = (2; !)□ 


52 


Giải hệ phương trình: 


{ X 3 — 3 xy 2 — X + 1 = y 2 — 2 xy — X 2 
y 3 — 3 yx 2 + y — 1 = y 2 + 2 xy — X 2 
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Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ sau: 

Í x(x 2 — y 2 ) — 2 xy 2 + (x 2 — ý 2 ) + 2 xy — X + 1 = 0 (1) 
y(y 2 — X 2 ) — 2 x 2 y + (x 2 — y 2 ) — 2 xy + y — 1 = 0 (2) 
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Lấy (1) — ỉ (2) ta được phân tích sau: 

x{x 2 — ỳ 2 ) — 2 xy 2 + (x 2 — y 2 ) + 2 xy — X + 1 — i[y(y 2 — X 2 ) — 2 x 2 y + (x 2 — y 2 ) — 2 xy + y — 1] = 0 
<^(x 2 — y 2 )(x + yi) — 2 xy(xi — y) + (x 2 — y 2 )( 1 — i) + 2xy(l + i) — (x + yỉ) + 1 + i = 0 

<=>(x + yi)(x 2 — y 2 ) + 2 xyi(x + yi) + (x 2 — y 2 )( 1 — i) — 2xyi(i — 1) — (x + yi) + 1 + i = 0 

+ yi)(x 2 + 2xyi — y 2 ) + (x 2 + 2 xyi — y 2 )(l — i) — (x + yi) + 1 + i = 0 

■ị^(x + 7/i) 3 + (1 — i)(x + yi) 2 — (x + yi) + 1 + i = 0 

Đặt z — X + yi, vậy nên dẫn đến: 

z 3 + (1- i)z 2 - z + 1 + i = 0 o (z - l)(z 2 + z + i - T) = 0 


Với z — i thì X — 0 và y — 1 

Với z 2 + z + i — 1 — 0 (bạn đọc tự giải). □ 


53 


Giải hệ phương trình: 


Ị x 2 y — 2x + 3 y 2 — 0 

}y 2 x + 2y + X 2 = 0 
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Lời giải: 


Nhận thấy X — y — 0 là 1 nghiệm của hệ. 
Với xy Ỷ 0- Đặt X — ty, ta có hệ: 


t 2 y 2 - 2t + 3y = 0 

ty 2 + 2 + t 2 y — 0 

í 3 — 3 


Nhân (2) với t rồi cộng và trừ vế theo vế ta được: y — 


At 


21 2 


3-í 3 


Từ đây ta có: t 6 — 8í 3 — 9 = 0 -v^ 


t = -1 
t = \/9 


- Với t=—l=>y=—l=>x=l 

_ 2 \ 3 /q . _ 

- Với t — \/ỹ => y = - — => X = —2\/3 

3 

Vậy hệ phương trình có 3 nghiệm: (x; y) — (0; 0), (1; —1), ( —2-^3; 


2>ỵ9\ 


□ 


54 

Giải hệ phương trình: 

< 

ịẩ(xy + x 2 + y 2 )+ =7 (1) 

2 ^ + 1 _3 (2) 

1 

L X + y 
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Lời giải: 


Từ phương trình (2), ta có: X = 1 — 3y (3) 

Thế (3) vào (1) ta được 

4[(1 — 3 y)y + (1 — 3 y) 2 + y 2 ] + ——ỹ = 7 

— 56 y 4 + 40 y 3 + 34 y 2 — 20 y — 0 
oy (y - 2 ) (“ 5 % 2 + 12 y + 40) = 0 
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- Với y = 0 thì X — 1 

1 -1 

- Với y — - thì X — —— 

2 2 

3 — \/569 v 19 + 3^569 

- Với y = —thì X = —— 


3 + \/569 19-3^569 

- Với y — - -r- - thì X — -— - 

y 28 28 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 

, , 1\ /l9-3-v/569 3 + V569\ /19 + 3^569 3 -^569' 

(x-,y) = (1; 0), 1 —; - 1 1 -—- 1 1 -t- 


□ 


55 Giải hệ phương trình: 

\[x - 1 + ựx(3ựx -y) + Xy/x = 3 y+ \Jy - 1 
3 xy 2 + 4 = 4x 2 + 2 y + X 
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Lời giải: 


Điền kiện: 


X > 1 


y> 1 

• Với X — 1, ta được: 


Vỹ- 1 = % - 4 „ _ , 
„ ’ „ ^ y = 1 

3|/ 2 — 2 j / — 1 = 0 


Sưy ra (x; y) — (1; 1) là một nghiệm của hệ. 

• Với X > 1, phương trình thứ nhất tương đương: 




x-y 


Vx — 1 — V y — 1 + 3(x — y) + Vx( x — y) = 0 


+ 3(.r — y) + — y) = 0 

+ 3 + yfx) — 0 


Vx-l + y/y-l 

M x ~y)( 


'V x -1 + Vỹ - 1 

= y 

Thế y = X vào phương trình thứ hai ta được: 

3x 3 — 4x 2 — 3x + 4 = 0 

o(x — l)(x + l)(3x — 4) = 0 
4 

- 3 


4 4 

Với X = -, ta được y = X = - 


Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x; y) — (1; 1), ( 4; 4 Ị □ 

o o 


4 4 


56 Giải hệ phương trình: 


-x 2 y + 2 xy 2 + 3y 3 — 4{x + y) — 0 
xy(x 2 + y 2 ) — 1 = 3xy — (x + y) 2 
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Lời giải: 
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Phương trình thứ nhất tương đương: 

— x 2 y — xy 2 + 3 xy 2 + 3 y 3 — A(x + y) = 0 
■o(x + y)(3y 2 — xy — 4) = 0 




y = -X 

3 y 2 — xy — 4 = 0 (*) 


• Thế y = —X vào phương trình thứ hai của hệ đã cho,ta được: 

2x 4 -3x 2 + 1 = 0 




X = ±1 

X = ±+— 
2 


Suy ra (x; y) = (—1; 1), (1; —1), ~2j ’ — ^ bốn nghiệm của hệ đã cho. 

• Phương trình thứ hai của hệ đã cho tương đương: 

(xy + l){x 2 + y 2 — 1) = 0 
xy = —1 




X 2 + y 2 — 1 = 0 (**) 


+ Thế xy = —1 vào (*), ta được: y 2 = 1 <+ y = ±1. 

Sưy ra (x; y) = (—1; 1), (1; —1) là hai nghiệm của hệ đã cho. 

3y 2 — 4 

+ Từ X 2 + y 2 = 1 ta được y Ỷ 0 - Do đó (*) <=>■ X = — -. 


3y 2 — 4 

Thế X = —-— vào (**), ta được: 


y 


10 y 4 — 25 y 2 + 16 = 0 (vô nghiệm) 


Vậy hệ đã cho có 4 nghiệm (x;y) = (-1; 1), (1; -1), ị , ('y ',I D 


57 Giải hệ phương trình: 


x(Vỹ+ĩ+l) = 7Vỹ+ĩ-l 

x 2 y + X\]ỹ + 1 = 13 y — X 2 + 12 
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Lời giải: 

Điền kiện: y > — 1 

phương trình thứ hai của hệ đã cho, tương đương: 

(x 2 - 13) ( 2 / + 1) + Xsjy + 1 + 1 = 0 (*) 

• Ta thấy X = 7 không là nghiệm của hệ. 

• Ta thấy X Ỷ 7, phương trình thứ nhất hệ đã cho tương đương: 

x(ựĩ+ĩ+l) = 7ựĩ+ĩ-l 
<+•(7 — x)y/y + 1 = X + 1 

X + 1 


^Vy + 1 = 


7 — X 
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% -ị- \ 

Thế yfỹ + 1 = — vào (*), ta được: 

7 — X 


x + l Ỵ | x(x + l) | 1 _ 0 


(^-13), 7 _ , . - 

'7 — xì 7 — X 
■&X 4 + X 3 — 5x 2 — 33x + 36 = 0 
■ị^(x — l)(x — 3)(x 2 + 5x + 12) = 0 

X = 1 

X = 3 




Với X — 1, ta được \Jy + 1 — o ^ y ~ ~n 

ỏ 9 

Với X — 3, ta được \Jy + 1 = 1 -v^ y = 0 

í 8 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x;y) — í 1; — ^ ) , (3; 0) □ 


58 Giải hệ phương trình: 


\/ x + \fỹ + y/x - Ụy = 2 
Vỹ~+ựx- y/y-y/x = 1 


X 
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Lời giải: 

Điều kiện: X > 0, y > 0. 

Hệ phương đã cho tương đương: 


X + \J X 2 — y — 2 
2 y - 2^Jy 2 - X = 1 
Chuyển vế sau đó bình phương lên và thu gọn ta có : 

-Ax + y + 4 = 0 
-4 y + 4x + 1 = 0 

\ 

,17 5 \ 

Vậy hệ có 1 nghiệm (x; y) — Ị 22-; ^ Ị □ 

1 Z 0 / 


59 Giải hệ phương trình: 


- - ựx - 2 y = 6y + 2 

y ______ 

\J X + \fx — 2 y — X + 3y — 2 
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Lời giải: 


Điều kiện: y Ỷ 0 

Phương trình thứ nhất tương đương: 


25 y 1 




Ụĩ^Ty- |) 2 = 

y/x - 2 y = - 2 y ( 1 ) 


y/x - 2y = 3y ( 2 ) 

- Với yjx — 2 y — —2y, thay vào phương trình thứ hai ta có: 

\J X — 2y = X + 3y — 2 —2 y = X + 3y — 2 X = —5 y + 2 
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y< 0 


Thay X — —5 y + 2 vào (1) ta được \J—7y + 2 = —2 y < <+ y = 

% 2 + 7y - 2 = 0 


= -2 => X = 12 


- Với -ựx — 2 y — 3 y, thay vào phương trình thứ hai ta có: 

y/x + 3 y — —1 (loại) 


\J X + 3y = X + 3y — 2 <+ 


\Jx + 3 y = 2=>X = 4 — 3y 


_ I y > 0 4 8 

Thay X = 4 — 3y vào (2) ta được \JA — 5 y = 3y <+ < y = -p- => X = ^ 

9 y 2 + 5y — 4 = 0 9 3 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm: (x; y) = ^4 , (12; —2).D 


I 60 Giải hệ phương trình: 


16 X 3 y 3 — 9y 3 — (2 xy — y)(Axy 2 + 3) 
4 x 2 y 2 — 2 xy 2 + y 2 = 3 
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Lời giải: 

• Với y = 0 không là nghiệm hệ. 

Với y Ỷ 0, ta chia phương trinh thứ nhất cho y 3 , phương trình thứ hai cho y 2 ta được 


V l/U/ u m 

ệ. 

i nh thứ nhất cho y 3 , phương trình thứ ' 

{ 16x 3 - 9 = (2x - 1) (ax + 4) (1) 

4x 2 — 2x + 1 = 4 (2) 

y 2 


Thế (2) vào (1) ta được: 

16x 3 — 9 = (2x — l)(4x 2 + 2x + 1) <+ 16x 3 — 9 = 8x 3 - 1 I 3 = 1 I = 1 
Thay X = 1 vào (2) ta được y = ±1 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm: (x; y) — (1; —1), (1; !).□ 


I 61 Giải hệ phương trình: 


2x1 + 


= 3 


X 2 + y 2 

% Ị1 - 1 = 1 

x z + y 
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Lời giải: 


Điền kiện: xy Ỷ 0 

Hệ phương trình đã cho tương đương: 

■ . 1 
2 1 + 


2 1 - 


X 2 + y 2 

1 

X 2 + y 2 


= z (*) 


Nhân vế theo vế ta được: 


X 

1 

y 

16 



X 2 + ý X y 


9 1 

X 2 + y 2 X 2 y 2 
<+9 y 4 — 8 x 2 y 2 — X 4 = 0 
<=>y 2 — X 2 
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Thế y 2 — X 2 vào (*), ta được: 


2x 2 — 3x + 1 = 0 


X — 1 =>■ y — ±1 

_ 1 , 1 
2 2 


/1 1 \ 

Thử lại ta thấy nghiệm (x]y) — (1; 1), ( 2’ — 2 / rnan ' 

^ /1 1 \ 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm: (x; ỳ) — (1; 1), 1 - 1 □ 


I 62 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 2 + iyc = 1 

X + y 
. \Jx + y = X 2 - y 
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Lời giải: 

Điều kiện: X + y > 0 . 

Phương trình thứ nhất tương đương: 


{x + y — 1) (x 2 + y 2 + X + y) = 0 X + y = 1 


Thay y — 1 — X vào phương trình thứ hai ta có: X 2 + X — 2 = 0 -v=> 
Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm (x; y) = (1; 0), (—2; 3) □ 


X = 1 y — 0 
X = —2 => y = 3 


I 63 Giải hệ phương trình: 


xy + X + y — X 2 — 2 y 2 
X\j2ỹ — yy/x — 1 — 2x — 2y 
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Lời giải: 


Điều kiện: X > 1, y > 0 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương: 


{x + y) (y + 1 — X + y) = 0 


X + y = 0 

X — 2y — 1 


Từ điều kiện suy ra X + y > 0, do đó ta chỉ nhận X = 2y + 1 
Thê X = 2y + 1 vào phương trình thứ hai ta được 

{y + l)(v / % - 2 ) = 0 ^y = 2 ^x = ĩ> 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất: (x;y) — (5; 2) □ 


I 64 Giải hệ phương trình: 


(x — 1) (y 2 + 6 ) = y (x 2 + 1) 
(■y — 1) ( X 2 + 6) = X (y 2 + 1) 
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Lời giải: 


Ta viết hệ phương trình dưới dạng: 
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xy 2 + 6x — y 2 — 6 = x 2 y + y (1) 
x 2 y + 6y — X 2 — 6 = xy 2 + X (2) 

Lấy (1) trừ (2) ta được: 

— xy (x — y) + 6 (x — y) + (x — y) = xy (x — y) — (x — 7/) 
(x — ỳ) (x + y — 2 xy + 7) = 0 




® = y 


X + y — 2 xy + 7 = 0 
Với: X — y thay lại vào phương trình (1) ta được: 

X 2 — 5x + 6 = 0 


X — y — 2 
X = y = 3 


Với: X + y — 2xy + 7 = 0 

• Lấy (1) cộng với (2) ta được: 

6 (x + y) — (x + y) 2 + 2 xy — 12 = X + y o (x + y) 2 — 5 (x + y) — 2xy + 12 = 0 

• Ta đặt s = X + y, p = xy (s 2 > 4 p) khi đó ta được: 
s - 2P + 7 = 0 
s 2 - 5S - 2P + 12 = 0 




s = 2P-7 
p 2 - 10P + 24 = 0 





p = 5 , 

• Với < suy ra x; y là nghiệm của phương trình: 

s = 6 


t 2 — 5t + 6 = 0 


t = 3 


[í = 2 

Vậy hệ đã cho có 4 nghiệm (x; y) = (2; 2), (3; 3), (2; 3), (3; 2) □ 


65 Giải hệ phương trình: 


x +- — = ị (1) 

(x + 1) 2 2 u 


(ỉ/ + l) 

3xy = X + y + 1 


( 2 ) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

Diễn kiện: x,y > — 1 


Cách 1 


Từ phương trình (2) của hệ ta có: 

y + l = {3y-l)x 

X + 1 = (3x — 1 )y 

Thay vào phương trình (1) ta được hệ mới: 

1 | 1 _ 1 

(3x - l) 2 + (3 y -lf~ 2 

3 xy = X + y + 1 
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Đặt: u — 3x — 1; V — 3y — 1 suy ra: uv — 9 xy — 3 (x + y) + 1 = 3 (x + y + 1) — 3 (x + ỳ) + 1 = 4 
Vậy ta có hệ mới là: 

r ( 

u + V — 4 


- Với: 


- Với: 


u + V — 4 
uv — 4 
u + V — —4 
uv — 4 


44 


111 

V? u 2 2 
uv — 4 


u = 4 — V 
V 2 — 4v + 4 — 0 
u — —4 — V 


M 2 + u 2 = 8 

MU = 4 


44 


uv — 4 

u + V = —4 
MU = 4 


44M = u = 2=4x = y = l (thỏa) 


44 < <=>■ u = V = —2 => X = y = (thỏa) 

u 2 + 4u + 4 = 0 3 

1 1 


Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x; y) = ( 1 ; 1 ), Ị —4; —4 Ị □ 

o o 


Cách 2 


Ta có đánh giá quen thuộc sau đây: 


Do đó từ (1) ta có: 


á 2 + b 2 > 2 ab Va, b G M 
Dấu " = " xảy ra 44 a — b 


1 X“ y“ 2 xy 

2 = (y + l) 2 + (x + l) 2 “ (x + 1) (y + 1) 

44 (x + 1) (y + 1) > 4 xy 

44 3;ry < X + y + 1 

X 2 y 2 ị 

Dấu "=" xảy ra 4» <j (y + l) 2 = {x + l) 2 4» < :r ^ y 

3xy = x + y+l [ 3x2 - 2x - 1 = 0 


4» 


x — y — 1 (thỏa) 

x = y = -\ (thỏa) 
/1 1 \ 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x; y) — (1; 1), 1 —^ 1 □ 


Cách 3 


Từ phương trình (2) của hệ ta có: 

4 xy = X + y + xy + 1 4 xy — (x + 1) (y + 1) 

xy 1 

44 y 


Kết hợp với (1) ta có được: 


(rr + l)(y + l) 4 


X 


(y + l) 2 + (x + l) 2 (z + 1) {y + 1) ^ \y + 1 x + 1 

y + 1 X + 1 
44 X = y 

Với X — y thế lại vào (2) ta được: 


y 


2 xy 


X 


y 


= 0 
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3x 2 — 2x — 1 = 0 <+ 


X — y — 1 (thỏa) 

z 


11 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x; y) = (1; 1), Ị —^ □ 

o o 


I 66 Giải hệ phương trình: 


X + \JX 2 — y 2 
X — \J X 2 — y 2 

X 5 + 30; 
y 6 (5 - ỳ) 


I (!) 

( 2 ) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 


Điều kiện: 


Lời giải: 


y 7^0 

X 2 — y 2 > 0 
X — \JX 2 — y 2 Ỷ 0 


(*) 


Ta biến đổi phương trình (2): 

. on . r- , „ X 5 + 9x lOx 5 

(2) 30x - 6 xy = 5y + 3xy & y = ' x = - n (**) 

y 30 ẩy 9 

Thực hiện trục căn thức ở (1) ta được: 

2 


»>- t ++ r -¥-(;*/(+) 


II =ẹ 

5 


9x X _ X ị X 
1-1 = ^- = 6 -- !<«•- - + 


y \ y 


1-3 =0 




0 

y 


X 

- + 
y 


1-3 = 0 


- Với: 


X 

- = 0 =► 
y 


X = 0 

s = -g ( từ (**)) 


(vô nghiệm) 


Với: 


X 

-h 

y 


1-3 = 0 + 



1 = 9-6- + 
y 


X 5 1 X = 5 v 

Từ — = 0 và (**) suy ra: < .Thử lại điều kiện (*) ta thấy thỏa. 

y 3 \y = 3 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x; y) = (5; 3)D 
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67 Giải hệ phương trình: 


Ax 2 + 3y(x — l) = 7 (1) 
3y 2 + Ax(y-l) = 3 (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Xuất phát từ phương trình (2) ta có: 

(2) 3 [y 2 — l) + 4 (y — 1) = 0 

[3 (y + i) + 4x] = 0 


y= 1 

3 (y + 1) + 4x = 0 


Với: y — 1 thay vào (1) ta được: 


Ax 2 + 3x — 10 = 0 


5 

x 4 
X = — 2 


- Với: 3 (y + 1) + Ax = 0 kết hợp với (1) ta có hệ sau đây: 


Ax 2 + 3y (x — 1) = 7 
3x (y + 1) + Ax 2 — 0 


3x + 3y — —7 
3 (y + 1) + Ax = 0 


3x — (3 + Ax) — —7 

3 + Ax ^ 

y = —77^- 


X — 4 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;y) — (—2; 1), ( 1 ,14;—^- □ 


68 Giải hệ phương trình: 


Ax 2 + 3y (x — 1) = 60 
3 y 2 + 4x(y-l) = 48 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Ta biến đổi: 

J Ax 2 + 3 xy — 3y = 60 (1) 

\ 3 y 2 + Axy — Ax = 48 (2) 

Lấy (1) nhân 4 rồi cộng với (2) nhân 3 ta được: 

4 (4x 2 + 3 xy — 3 ỳ) + 3 (3 y 2 + Axy — Ax) — 384 (Ax + 3 y) 2 — 12 (x + y) — 384 (3) 

Lấy (1) cộng (2) ta được: 

(4x 2 + 3 xy — 3 y) + (3 y 2 + Axy — Ax) — 108 {Ax + 3 ỳ) (x + y) — {Ax + 3 y) — 108 (4) 

ị2 _384 

Đặt: t — Ax + 3 y, từ (3) suy ra: X + y = —^— thay vào (4) ta được: 

t í —^-tì = 108 ot 3 - 396 1 - 1296 = 0 ^ (í + 18) (í 2 - 18t - 72) = 0 

fí = -18 


- Với t — —18 suy ra: 


Với 9 + 3 vTĨ suy ra: 


^ t = 9 + 3VĨ7 
t = 9-3VĨ7 

Ax + 3y — —18 
X + y = — 5 


X — —3 

y = - 2 
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- Với 9 — 3\/Ĩ7 suy ra: 


{ 4x + 3 y 
x + y = 

{ 4x + 3y 
x + y = 


= 9 + 3\/Ĩ7 
-25 + 9^17 
2 

= 9 — 3y/Ĩ7 
-25 - 9vT7 
2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm 

(x-,y) = (-3; -2), ^ 93 — —59 + l 5 yữỊ 


Ỉ 93-21^17 

£ =-—— 

2 _ 

y = -59 + 15^17 

Ỉ 93 + 21^17 

X — -—— 

2 _ 

y = - 59 - 15VĨ7 
/93 + 21^. _ 59 _ 16yĩỴ j n 


69 


Giải hệ phương trình: 


Ị X 3 + y = 2 (1) 

)y 3 + x = 2 (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 

Cách 1 

Trừ vế theo vế hai phương trình trong hệ ta được: 

(x — y) (x 2 + xy + y 2 — 1) = 0 

- Trường hợp X — y. Thay lại vào (1) ta được: 

X 3 + X = 2 (x — 1) (x 2 + X + 2) X = 1 (vì X 2 + X + 2 > 0 \/x G M) 

- Trường hợp X 2 + y 2 + xy = 1 

Không mất tính tổng quát ta giả sử X > y, từ (1) ta có: 

2 = X 3 + y< X 3 + XO X 3 + x —2>0 


(x — 1) (x 2 + X + 2) >0 
X > 1 (vì X 2 + X + 2 > 0 \/x G M) 

• 1<I<2^>0<|/<1 khi đó ta có: 

X 3 + y > X + y 3 

Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi X — y — 1 
Thử lại thấy không thỏa mãn X 2 + xy + y 2 = 1 

• X > 2. Ta có: 

í \ \ 2 3 

X 2 + xy + y 2 = ( ^x + y j + > 3 > 1 hệ vô nghiệm 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là: X — y — 1D 

Cách 2 

Trừ vế theo vế hai phương trình trong hệ ta được: 

(x — y) (x 2 + xy + y 2 — 1) = 0 

- Với X = y. Thay lại vào (1) ta được: 

X 3 + X = 2 (x — 1) (x 2 + X + 2) X = 1 (vì X 2 + X + 2 > 0 \/x G M) 

- Với X 2 + y 2 + xy = 1 -v^ (x + r/) 2 — xy — 1 

Cộng vế theo vế hai phương trình ban đầu ta được: 

X 3 + y 3 + X + y = 4 ^ [x + y) 3 — 3 xy (x + y) + X + y — 4 
Đặt: a — X + y ; b — xy (a 2 > 4b) khi đó ta có hệ: 
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ị a 2 — 6 = 1 

a 2 — 6 — 1 = 0 

< _ & < 

+> \ 

[ a d — 3ab + a = 4 

a (a 2 — 36 + 1) = 4 Ị 


Từ (3) suy ra: a Ỷ 0, 




2 

1 và a — - -- 

1-6 


a (—26 + 2) = 4 
a 2 — 6 — 1 = 0 


Thay vào (4): 



= 0y» 6 3 — 6 2 — 6 — 3 = 0 


(6 — 2) (6 2 + 6 + l) = 1 

=» 6 > 2 


(3) 

(4) 


Từ đó suy ra: 

a 2 — 46 < —46 = —8 < 0 =>- vô lý hệ vô nghiệm 
Vậy hệ có nghiệm (x]y) — (1; 1)D 

Chú ý: Ta có thể chứng minh X 2 + xy + y 2 — 1 = 0 vô nghiệm như sau: Từ a 2 — 6 = 1 và á 2 > 46 


ta có: 


1 2 , 2 a 2 ,, 9 / 4 2 

1 = a 2 — 6 > a 2 — — à 2 < - ^ \a\ < —= 


Thay 6 = a 2 — 1 vào a 3 — 3ab + a — 4 ta được: 


Vã 


a 3 — 2a + 2 = 0 


Khảo sát hàm số /(a) = a 3 — 2a + 2 trên đoạn 


Ta dễ thấy phương trình f(a) — 0 với a G 


2 2 
_"V3 ; V3 


2 2 
V3 ; ỹ3. 

vô nghiệm hệ vô nghiệm 


Cách 3 


Cộng, trừ hai vế tương ứng của hai phương trình ta được: 


{ (x — y) (x 2 + xy + y 2 — 1) = 0 
(x + y) (x 2 — xy + y 2 + 1) =4 

Trường hợp 1: X — y dễ thấy là hệ có nghiệm (x; y) = (1; 1) 
Trường hợp 2: Xét hệ hai ẩn s, p : 

í s 2 - p = 1 (1) 

Ị s {S 2 — 3P + 1 ) = 4 ( 2 ) 

với s = X + y vầ p = xy ( s 2 > AP) 

Từ (1) và điều kiện s 2 > 4 p ta suy ra: — 1 < p < - 
Thay s 2 = 1 + p vào (2) ta được: 

S(l-P) = 2 


Từ đây suy ra s > 0 

Mặt khác (2) được viết lại theo ẩn s là: 


S 3 -2S+ 2 = 0 


Xét: f(S) = s 3 — 2S + 2 với s > 0. Lập bảng biến thiên ta thấy f(S) > 0 với mọi s > 0 nên trường 
hợp 2 vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất: (x]y) = (!;!)□ 
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70 Giải hệ phương trình: 


X 3 + 4y = y 3 + 16x 
1 + y 2 = 5 (1 + X 2 ) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn = 

Lời giải: 


Cách 1 


Hệ đã cho tương đương với: 


y (y 2 — 4) = X (x 2 — 16) 
y 2 — 4 = 5x 2 


Từ đó suy ra: 


5 x 2 y — x(x 2 — 16) 44 X (5 xy — X 2 + 16) = 0 44 


X = 0 

1 ( 16 
y =ú x -x 


Với X = 0 ta có: 


1 ( 6 ' , 

Với y = - Ị X -) ta có: 

5 V X 


ý 1 — 4 = 0 44 2/ = ±2 


-1- ( X — —^ — 4 — 5x 2 4^ X 2 — 32x + — 100 = 125x 2 

25 \ X J X 2 

64 

4=> 31x 2 + 33 — —- = 0 

X 2 

, 1\ / , , 64' 

4^ [ X — - ( 31x + — I = 0 

X Ị V X 


4 » 


4 » 


X 2 = 1 

31a; 2 = —64 (vô nghiệm) 
X = 1 =>■ y = — 3 


X = —l y = 3 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (0; —2), (0; 2), (1; —3), (—1; 3)D 


Cách 2 


Viết lại hệ đã cho dưới dạng: 

X 3 — y 3 = 16x — 4 y (1) 

y 2 - 5x 2 = 4 (2) 

Nhân (1) với 4 và khéo léo thay (2) vào ta được phương trình: 

4 (x 3 — y 3 ) — (16x — 4 y) (yy 2 — 5x 2 ) 

44 - X 3 — y 3 = (4x — y) (y 2 — 5x 2 ) 

4 » X 3 — y 3 — 4 xy 2 — 20X 3 — y 3 + 5 x 2 y 
44 X (2lx 2 — 4 y 2 — 5 xy) — 0 


44 X (4 y — 7x) (y + 3x) = 0 44 


X = 0 

7 

y = ị x 

y — —3x 


- Với X = 0 thế lại vào (2) ta suy ra y — ±2 

7 

- Với y — -X vào (2) ta được: 
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3 la; 2 = — 64 (vô nghiệm) 


Với y — —3x vào (2) ta được: 


4x 2 = 4 <^> 


X = — 1 =>y — 3 


X — 1 =7ỊJ — —3 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) — (0; 2), (0; —2), (—1; 3), (1; —3)D 


Cách 3 


Viết hệ phương trình đã cho lại dưới dạng: 

X 3 — y 3 = 16x — 4 y ( 1 ) 
y 2 — 5x 2 — 4 (2) 

• Xét X — 0 ta thấy hệ có nghiệm (x; y) — (0; 2); (0; —2) 

• Xét X 7 ^ 0 ta đặt y — mx. Hệ trở thành: 

X 3 — ('mx ) 3 = 16a; — 4ma; I X 2 (1 — m 3 ) = 16 — 4m (3) 


(mxỶ — 5x 2 — 4 




X 2 (rrì 2 — 5) = 4 


(4) 


- Ta thấy 171—1] 171 — 4 không thỏa mãn hệ nên chia theo vế (3) và (4) ta thu được: 
m 2 — 5 1 


1 — m 3 4 


1 — m 3 — 4 rri — 20 — rrv + 5 m 


m 


4m 2 + 5 m — 21 = 0 




m — —3 
7 

m — - 
4 


Với m — —3 suy ra y — —3x thế vào (2) ta thu được: 

4x 2 = 4^ 


X — —1 =>y — 3 
X — 1 =>y — —3 


7 7 

- Với m — - suy ra y = -X thay vào (2) ta được: 

3 la; 2 = — 64 (vô nghiệm) 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x] y) — (0; 2), (0; —2), (—1; 3), (1; —3)D 


71 Giải hệ phương trình: 


y 3 = X 3 (9 — X 3 ) 
x 2 y + y 2 = 6x 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 


Cách 1 


Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ sau: 

9a; 3 = (x 2 + y) (a; 4 — x 2 y + ý 2 ) (1) 

y (x 2 + y) — Qx (2) 

Nhận thấy (a;; ỳ) — (0; 0) là một nghiệm của hệ 
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Với xy Ỷ 0 ; 

- Chia (1) cho (2) ta được: 


X 4 - x 2 y + y 2 3 2 4 2 2 _ 3 2 

— = -X -v=> X — X y + y — -X 
2 2 


y 


Thay (2) vào (*) ta được: 


o (x 2 + y) 2 = ịx 2 y (*) 


36x 2 9 


r 


= -X y oy =8 


^y = 2 


- Thay y = 2 lại vào (2) ta được: 

X 2 — 3a; + 2 = 0 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (0; 0), (1; 2), (2; 2)D 


X — 1 

X = 2 


Cách 2 


- Ta thấy hệ đã cho có nghiệm (x; 7/) = (0; 0) 

- Xét xy Ỷ 0- Chia (1) cho X 6 và chia (2) cho X 4 ta được hệ phương trình: 

.'/’ _ 9 _ J 

y_ Ịr = _6_ 

j4 _ ^,3 


Đặt: 


y 

u X 2 


(«; V ~f~ 0) 


V — 


x° 


Ta được hệ mới: 

■u 3 — 9ư = —1 
u + ư 2 = 6ư 

u = 2 


■u 3 + 1 
ư = ——— 

< 9 

2w 3 — 3w 2 — 3ư + 2 = 0 


u = —1 

u = 2 
1 

u ~ 2 


=>ư = 0 (loại) 

=>ư = 1 

1 

=>v — - 


• Với: 


• Với: 


V — 1 

1 

u — - 


V — - 


ta suy ra: 


ta suy ra: 


X — 1 

y = 2 

X = 2 
y = 2 


Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (0; 0), (1; 2), (2; 2)D 


72 Giải hệ phương trình: 


y 2 + X + xy — 6y + 1 = 0 
7/ 3 £ — 8y 2 + x 2 y + X = 0 
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Lời giải: 

Hệ phương trình tương đương với: 


(l + y)x = -y 2 + 6y-l 


yt + (1 + y 3 ) X — 8 y 2 


(với t — X 2 ) 


Ta có: 
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D = -y(l + y) 

Dt = {y + 1) (-/ + 7 / - 16/ + 7y-l) 

D x =y (/ - 6y + l) 

Nhận thấy y = 0 hay y = — 1 không phải là nghiệm hệ phương trình suy ra D Ỷ 0 
Từ đó hệ có nghiệm duy nhất: 


Suy ra: 


Ta có: 



Dt 

D 


&DD t = (D x ý 


DDị = (y + 1 ) (-/ + 7 / - 16 y 2 + 7y -l) [-y (1 + y)} 

= y 7 - 5 / + 3 / + 18 / + 3 y 3 - 5 y 2 + y 
{D x f = [y (/ -6y+l)] 2 = y 6 - 12 / + 38 / - 12 / + / 


Do đó: 


DDị = ( D x f 4» / - 5/ + 3/ + 18/ + 3/ - 5/ + ỉ/ = / - 12/ + 38/ - 12/ + / 
^ / - 6/ + 15/ - 20/ + 15/ - 6/ + y = 0 
^ y (/ - 6/ + 15/ - 20/ + 15/ - 6ỉ/ + l) = 0 
^ỉ/(ỉ/-l) 6 = 0 
y = 0 (loại) 
y — 1 (thỏa) 

Với y = 1 thay lại vào phương trình đầu tiên của hệ ta suy ra X = 2 
Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) = (2; !)□ 




73 Giải hệ phương trình: 


X 3 — xy 2 + 2000 y — 0 (1) 

/ — yx 2 — 500x = 0 (2) 
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Lời giải: 

Nhận thấy (x; y) — (0; 0) là một nghiệm của hệ 
Với xy Ỷ 0 từ hai phương trình của hệ ta có: 

(1) X (x 2 — /) + 2000 y = 0 <=> X 2 — y 2 


Suy ra: 


(2) y (x 2 — /) + 500x = 0 X 2 — y 2 = 
2000y 500a: 


2000 ?/ 

X 

500x 


y 


X 


^ 2000/ = õOOa? 

<=> Ty 2 — X 2 = 0 
( 2 y — x) ( 2 y + x) 
X — 2 y 

^ I 

X — —2 y 


= 0 


Với X = 2y thế vào (1) ta được: 
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, _ „ . „ _, „ y = 0 (loại) 

6y 3 + 2000» = 0 » y (6</ 2 + 2000 ) = 0 4» l ; nn 7_ , ■ 

6 y + 2000 = 0 (vô nghiệm) 

- Với X — —2 y thế vào (1) ta được: 

—6 y 3 + 2000 y = 0 y (6 y 2 — 2000) = 0 

y = 0 (loại) 

6 y 2 - 2000 = 0 

10\/3Õ 20v / 3Õ 

y = —3 => X = —-ị— 

ìOv^ãõ 20À/3Õ 

y — -7-— ^ X = —7-— 

3 3 

í aoVãÕHh/ãÕ^ ( 20v / 30 10V3õ\ ri 

Vậy hệ có nghiệm (x; ỉ/) = Ị-ị—; — ị — 1 , 1 —ị—;- ị — 1 □ 

p 74 Giải hệ phương trình: 

X 3 + 3aư/ 2 = —49 (1) 

X 2 — 8 xy + y 2 = 8y — I7x (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Nhân hai vế phương trình (2) với 3 ta được: 

3óc 2 - 24xy + Ay 2 = 24 y - 51 

Sau đó cộng vế với vế phương trình (1) nhóm các số hạng thích hợp ta được: 

3 (x + 1) y 2 — 24 (x + 1) y + [x 3 + 3x 2 + 51x + 49 ) = 0 

<3- (x + 1 ) (3 y 2 — 2Ay + X 2 + 2x + 49) = 0 
^ (x + 1) [3 (y - 4 f + (x + l) 2 ] = 0 



Với X — — 1 ; y — 4 ta thấy thỏa mãn hệ đã cho 
Với X — — 1 thay lại vào (1) ta được: 

48 - 3y 2 = 0 4 » y = ±4 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; ỳ) — (— 1 ; 4), (— 1 ; —4)D 
p 75 Giải hệ phương trình: 

X 3 = y + 3 
y 3 — X + 3 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Dây là hệ đối xứng loại 2 trừ vế theo vế hai phương trình trong hệ ta được: 

X 3 — y 3 = — (x — y) <=? {x — y) {x 2 + xy + y 2 + 1 ) =0 

&(x-y) Ịx + ịy^j +\y 2 + 1 =0 

•v^> X = y 

Thay X — y lại vào hệ ta được: 
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X 3 — X — 3 = 0 (*) 

Xét hàm số: 

f(x) = X 3 — X — 3 

Lập bảng biến thiên ta thấy rằng f(x) = 0 có chỉ có 1 nghiệm thực duy nhất 
Đặt: X = a + b, ta có: 

(*) -v^ (a + b) 3 — (a + b) — 3 = 0 

a 3 + b 3 + (3 ab — 1) (a + b) — 3 = 0 

1 

Ta chọn a, b sao cho ab = - khi đó ta có được: 

a 3 + b 3 = 3 

a 3 b 3 = À 


Suy ra a 3 , b 3 là nghiệm của phương trình bậc hai: 


27 


t 2 - 3t + = 0 


27 


X = a + b = 01 + yr 2 — 


\ 


3+./™ » 

- + N 


3- 


239 

~27 


Vậy hệ đã cho có nghiệm X — y — 


\ 


3+l/^ ■ 

- + N 


3- 


239 

~27 


□ 


76 Giải hệ phương trình: 


X 6 -y 3 - 15 y - 14 = 3 (2 y 2 - X 2 ) (1) 

4 xy + llx + 6y + 13 = 0 (2) 
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Lời giải: 

Trước hết ta đi giải phương trình (1) 
a = X 2 (a > 0) 


Đặt: 

' y = b -2 
Ta được: 


Ta có: 


Do đó: 


(1) ^a 3 + (b- 2) 3 - 15 (a - 2) - 14 = 3 [2 (a - 2) 2 - b] 
tr' (I ' -Ị - 3a — b 3 T 3 b 
o (a — b) (a 2 + ab + ò 2 ) + 3 (a — b) = 0 
<3- (a — b) (a 2 + ab + b 2 + 3) =0 (*) 

/ b\ 2 3b 2 

ũ 2 T ữò T & 2 T 3 — ( a + 2 ) Ạ T 3 > 0, Vữ, 6 


(*) a — b = 0 a = b 43- y = X 2 — 2 
Thay y — X 2 — 2 vào (2) ta được: 

4x (x 2 — 2) + llx + 6 (x 2 — 2) + 15 = 0 4x 3 + 6x 2 + 3x + 1 = 0 

(x — 1) (4x 2 + 2x + l) =0 
4x 2 + 2x + 1 = 0 (vô nghiệm) 




X = 1 
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Với X = 1 y = — 1 thử lại ta thấy thỏa mãn hệ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x',y) — (!;—!)□ 


77 Giải hệ phương trình: 


x-2y- ựxỹ = 0 (1) 

ựx=ĩ + = 2 ( 2 ) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

X > 1 

Điều kiện: ^ 


Ta có: 


4 » 


y > - 
4 

( 1 ) 44 X - 2ựxỹ - 2 y + ựxỹ = 0 4 » (y/x + ựỹ) (y/x - 2y/ỹ) = 0 

/~x + y/ỹ — 0 (vô nghiệm với điều kiện của hệ) 
/~x — 2 y/ỹ 44 X = ấy 

Thế X — ẩy vào (2) ta được: 

2y/x-l = 2 44 Vx-1 = 1 
44 X = 2 (thỏa) 

1 

Với X — 2 =4- y — - (thỏa) 


Vậy hệ có nghiệm (x; y) — ( 2; 4 Ị □ 


78 Giải hệ phương trình: 


X 3 (217/- 20) = 1 (1) 

X (y 3 + 20) = 21 (2) 
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Lời giải: 


Cách 1 


Dễ thấy X = 0 không thỏa mãn hệ, từ (2) ta có: 

21 

20 = — - y 3 

X 

Thay vào (1) ta được: 

X 3 (21 y + y 3 — — ^ = 1» 21 x 3 y + x 3 y 3 — 21x 2 — 1 


4» (xy — 1) (21x 2 + x 2 y 2 + xy + 1 ) =0 


^ (xy - 1) 
4 » xy = 1 


43 - X = - 

y 


(„,y \ 2 , on 2 , % 2 , , 
V + 2/ + 20a: + 4 + 1 


= 0 


Thay X — - vào (2) ta được: 

y 
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, 20 _ 9 
y 2 + _ = 21 4» y 2 - 2ly + 20 = 0 

y 




y = -5 

= — 

Ỉ/ = 1 

=>£ = 1 

y = 4 

=>£ = — 

1 \ 

/1 \ 

; 

□ 


Cách 2 

Dễ thấy X = 0 không thỏa mãn hệ, từ hệ đã cho ta có: 

2 ly - 20 = 4 

x á 


Suy ra: 


Đặt: t — 


y d + 20 _ 1 

X 


21 


21 y - 20 = 


y 3 + 20 
21 


y 3 + 20 
~ 21 


ta được: 


t 3 = 21 y - 20 
y 3 = 21í - 20 

Trừ vế theo vế hai phương trình trong hệ mới ta được: 

t 3 -y 3 = -21 (t-y)&(t- y) (í 2 + ty + y 2 + 21) =0 




y\ 2 3 y 2 

*+f) + f + 21 


= 0 


TT t — y 

<3- y 3 - 21 y + 20 = 0 

1 

y = — 5 4>I = —- 




y = 1 
y = 4 


X = 1 
1 

x 4 


Vậy hệ đã cho có các nghiệm (x; y) — (1; 1) ; ( —5 J ; í4 ) □ 


79 Giải hệ phương trình: 


v/2^3 = (y 2 + 2011) (5 - y) + ựỹ (1) 
y (y — X + 2) = 3x + 3 (2) 
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Lời giải: 

h > I 

Điều kiện: < 2 

(y> 0 

Từ phương trình (2) ta được: 


(ỉ/ + 3) (x - y + 1) = 0 4» 


Thế X — y — 1 (1) ta có: 


y = — 3 (loại) 
£ = y — 1 
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V 2 ỉ/-5 -Vỹ=(y 2 + 2011 ) (5 -y)& 


y - 5 


V 2 2/ — 5 + ựỹ 


= (y 2 + 2011) (5 - y) 


^ (5 - ỳ) 


- 4 —- + y 2 + 2011 1 

VW^ + Vỹ J 


= 0 


Vì: 


+ y 2 + 2011 >0, Ví/>^=^ỉ/ = 5=^:r = 4 


VW^+Vỹ ' 2 

Đối chiếu điều kiện ta suy ra hệ có nghiệm duy nhất (x]y) — (4; 5)D 
Chú ý: Ta phân tích được (2) thành tích là vì: 

(2) y 2 + y (2 - x) - (3x + 3) = 0 


Có: A = (x + AỴ 


y = - 3 

y = X + 1 


(2) <=> (y + 3) (y-x- 1) = 0 


I 80 Giải hệ phương trình: 


X 


+ ựĩ^ = l 
y + v 1-x 2 = y/3 
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Lời giải: 

Viết lại hệ đã cho dưới dạng: 

y/l — y 2 = 1 — X Ị 1 — y 2 = 1 — 2x + X 2 (1) 

Vĩ^ = Vã -y ^ \ l-x 2 = 3- 2 v% + y 2 (2) 

Lấy (l)-(2) ta có được: 

X 2 — y 2 — 2 \/3y — 2x + X 2 — y 2 — 2 X = V3y — 1 

Thê lại vào (1) ta được: 

1 - y 2 = 1 - 2 (y?yy - l) + (vãy - lj 4 y 2 - 4Võ y + 3 = 0 


Thử lại giá trị X] y ta thấy thỏa mãn hệ 
Vậy hệ có nghiệm (x; y) = n 


Vã 1 

•v» y — —— =>■ X = - 
2 2 


81 Giải hệ phương trình: 


2 log!_ x (2-2 x + y-xy) + log 2 (x 2 - 3x + 1) = 6 (1) 


logi_ x (y + 5) - ỉog 2+y (x + 4) = 1 


( 2 ) 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 

Điều kiện: 

'o < 1 -X V 1 


2 — 2x + y — xy>0 

0 <2 + yỶ 1 

X 2 — 2x + 1 > 0 
X + 4 > 0 
y + 5 > 0 


^ < 


—4 < X < 1 

X Ỷ 0 

-2 < y V 1 


Từ phương trình (1) ta có: 
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(1) ^ 2 log^ [(2 + y) (1 - x)] + ìog 2+y (1 - xf = 6 
^ logi^ (2 + y)+ ỉog 2+y (l-x) = 2 

«lo gl _U2 + ,) +logi J (2 + ị/) =2 

^ logỉ-x (2 + y) - 2 log!^ (2 + y) + 1 = 0 
^ logi^ (2 + y) = 1 
•v^> y = — 1 — £ 

Thế y = — 1 — X vào (2) ta được: 

4 — cc o 

log,™ (4 — x) — logi__ (4 + x) = 1 ‘ =1 — x<^x 2 + 2x = 0<^ 

4 + X 

Với X = —2 =>• y — 1. Đối chiếu điều kiện ta thấy thỏa. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x’,y) — (—2; !)□ 


X = 0 (loại) 

X — —2 (thỏa) 


82 Giải hệ phương trình: 


y 2 — x\j — = 2x — 2 (1) 

y/y 2 + 1 + ^2x^1 = 1 (2) 
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Lời giải: 

Điều kiện: X > 0 
Từ (1) ta có: 

(l)«^-t/^p-2=0«(72p+lì (V^p-2|=0(*) 




X 


X 


X 


Với mọi X > 0; y G M ta có: 


y + 2 


X 


+ 1 > 0. Do đó: 


(*) 

Thế y 2 + 1 = 4x — 1 vào (2) ta có: 


y + 2 




— 2 = 0<t»r/ 2 + l = 4x — 1 


\/4a; — 1 + ^2x-l = 1 (**) 


. 11 — \/Ax — 1 mv 

Tới đây ta tiếp tục đặt: ^ _ (tí > 0). Từ đây ta có được: 

ư = \/2a; — 1 



u + V — 1 

w = 1 — ư 

< 


^ < 


M 2 - 2ư 3 = 1 

2ư 3 -v 2 + 2v = 0 1 


(thỏa) 


Từ đó suy ra: 


y/Ax — 1 = 1 4x — 1 = 1 1 

<í=> < 4^ X — - (thỏa) 

\/2x - 1 = 0 2x - 1 = 0 2 


Với: X = ^ y = 0 
2 y 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; 2 /) = ( 4; 0 Ị □ 


83 Giải hệ phương trình: 

< 

Ị x 2 y + xy 2 + X — 5y = 0 

(1) 


[ 2 xy + y 2 — 5y + 1 = 0 

(2) 


http: //boxmath.vn/ 


55 




www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Ta thấy rằng y = 0 không thỏa mãn hệ phương trình đã cho. Từ phương trình (2) trong hệ ta có 
được: 

% - y 2 - 1 


X — 


Thế vào (1) ta có: 


hy-l-y 


2 \ 2 


■y + 


2 y 

hy-1-y 2 


„.2 , % - 1 - y _ 

■y +- 7 T. —- hy = 0 


2 y J \ 2 y ) * 2 y 

^ (hy-l-y 2 ] 2 + 2 y 2 (hy - 1 - y 2 ) + 2(hy-l-y 2 )- 20 y 2 = 0 

4» y 4 - 3y 2 + 1 = 0 

l ( - 1 




y= 2 ( _1 _ ^ x = 2 ( 5 + 

y=\ ( _1 + =► x = 2 ( 5 - 

y = ị (l + Võ) => X = ^ (5 - x/õ) 

y = ị (1 - v/5) ^ ^ = 2 ( 5 + 


_ , * , ^ 5+Vh'~Vh ±l\ h~Vh Vh±l 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: ( 2 ;; y) = 1 ——-—• — - 1 • 1 - -— • - 


□ 


84 Giải hệ phương trình: 


Vĩx - 3 + y 3 - ẩy 2 - Ay - 5 = y/ỹ (1) 
y (y — 2x + 2) = 6x + 3 (2) 
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Lời giải: 

Điền kiện: < 4 

(y> 0 

Ta biến đổi phương trình (2): 

(2) 4» y 2 - 2 (x - 1) - 6x - 3 = 0 
(y + 3) (y - 2x -1) = 0 

y — —3 (loại) 
y = 2x + 1 




Thay y — 2x + 1 vào (1) ta được: 

V4x-3 + (2x + l) 3 - 4 (2x + l) 2 - 4 (2x + 1 ) - 5 = V2x + 1 

a/4x — 3 + 8x 3 — 4x 2 — 18x — 12 = \j2x + 1 
\j4x — 3 — v/^TĨ + 8a: 3 — 4x 2 — 12x — 12 = 0 
2(x-2) 




\j4x — 3 + V2a; + 1 
2 


+ (x — 2) (8x 2 + 12x + 6) = 0 


<=>■ (x — 2) 


Vì với mọi x >-- thì: 

4 


— 3 + y / 2x~+ĩ 


V4x - 3 + \j2x + 1 


+ 8ar + 12a; + 6 


= 0« 


+ 8ar + 12x + 6 > 0 
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Do đó: 

(*) -v^ X = 2 (thỏa) 

Với: X = 2 =>• y = 5 (thỏa) 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: (x; y) — (2; 5)n 


I 85 Giải hệ phương trình: 


2x-y = l + y/x{y + l) 
X 3 — y 2 = 7 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 

Điền kiện: x(y+ 1) > 0 
Từ phương trình (1) ta có: 


I ta có: 

(l)&2x=l + y+ ^x(y + ĩ) =» 2 y/= ^ỊĨĨĨ- 

_ Ị t — 1 

> n ia rtưrin h 4-í - 9 = / 


+ 1 


Đặt t — J y —,t > 0 ta được t 2 + í — 2 = 0<t^ 

V X Ị t = —2 (loại) 

Với t = l<=>y = x — 1 thế vào (2) ta được: 

X 3 — x 2 + 2a; — 8 = 0<^x = 2 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất {x\ỳ) — (2; !)□ 
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Lời giải: 

Nhân phương trình(l) với X, nhân phương trình(2) với y ta có: 

3x 2 — xy 


X 2 + 


y 


X 2 + y 2 
xy + 3y 2 


— 3x 


= 0 


X 2 + y 2 

Trừ hai phương trình cho nhau ta được : X 2 — y 2 + 3 — 3x = 0 =>■ y 2 = X 2 — 3x + 3 

Thế y 2 vào phương trình (2 ) loại trường hợp X = 0 ta được: y — ———- 

2x — 3 

Thế y vào (1) đưa về phương trình bậc 5, phân tích nhân tử ta có: 

(x-l)(x-2)(4x 2 -12x + 13) = 0 

X — 2 




X — 1 


I_ 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm (x;y) — (2; 1), (1; —!).□ 


87 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 2 xy + 2 y 2 + 3x = 0 (1) 

xy + y 2 + 3y + 1 = 0 (2) 
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Lời giải: 
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Lấy phương trình (1) cộng với 2 lần phương trình (2), ta được : 


(x + 2 y) 2 + 3 (x + 2 ỳ) + 2 = 0 (x + 2y + 1) (x + 2y + 2) = 0 


THI: x + 2y+l = 0=>x = —2 y — 1 thay vào (2) ta được 

9 _ _ 1 _ n \y = 1 + ^ => X = -3- 2^2 

y — 2y — 1 = 0=»- _ r- „ /- 

Ỉ/ = 1-V^ =>a; = -3 + 2v / 2 
TH2: x + 2r/ + 2 = 0=^x = —2 y — 2 thay vào (2) ta được 


y 2 -y- 1 = 0 => 


^*=-3 + x/5 
=>s = -3-^ 


Do đó hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm: 

(x; y) = (-3 - 2x/2; 1 + a/2) ; (-3 + 2^; 1 - V 2 ); ( -3 + ỰE) 


1-x/5 N 


-3 - \/5; 


1 + v/5 N 


□ 


88 Giải hệ phương trình: 

X 4 + y 2 + 4x 2 — 4y = 2 (1) 

x 2 y + 2x 2 + 6ỉ/ = 23 (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

23 — 6 y 

Từ phương trình (2) ta có: X 2 — -thay vào phương trình đầu sau đó thu gọn ta có : 


y + 2 

(y 4 - 2y 2 - 256 y + 705) 


= 0 


Nên ta có : 


(y + 2 ) 2 

y 4 - 2y 2 - 256 y + 705 = 0 


Phân tích thành nhân tử ta có : 

(y - 3) (y - 5) (y 2 + 8y + 17) = 0 4» 


y = 3 => X 2 = 1 
y = 5 => X 2 = —1 (vô nghiệm) 
Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm: (x; y) — (1; 3), (—1; 3) □ 



*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn = 

Lời giải: 

Điền kiện: x,y Ỷ — 1- 

Trừ hai phương trình của hệ đã cho, ta thu được: 
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(x -y)(x + y) + 


X y \ / X . y 

——- y — —— + I = 0 

y + 1 x + l/ VỈ/ + 1 x + 1 


&(x-y)(x + y) + 


(x - y) (x + y) ( X 


(x + 1) (y T- 1) \y+l x + l 


+ 


y 


= 0 


«=>• 


X — ±y 
1 + 


X y 

+ y 


= 0 


(x + 1) (y + 1) \y + 1 x + l ỵ 
X — ±y 

(x + l) 2 ( 2 / + l) 2 + X 2 + 1 + y 2 + 1 = 0 (vô nghiệm) 
Trường hợp : x — y, ta phải giải phương trình sau: 




X 2 + 


X 


5 

4 


X + 1 

4x 2 (x 2 + 2x + 2) = 5(x + l) 2 

8x 2 + 8x 3 + 4x 4 — 5x 2 — 5 — lOx = 0 

^ (x - l)(2x - l)(2x 2 + 5x + 5) = 0 ^ 


X — —- 


X = 1 


Trường hợp 2: X = 


-y , ta phải giải phương trình sau: 

* 2 +(Sĩ = ĩ 

V 1 — X / 4 


4x 2 (x 2 — 2a; + 2) = 5(x + l) 2 

3x 2 — 8x 3 + 4x 4 — 5x 2 — 5 + 10.X' = 0 

^ (x + l)(2x - l)(2x 2 - 5x + 5) = 0 ^ 


X = - 


X 


1 
2 

= -1 


Thử lại, ta chỉ nhận các nghiệm x = y = lvầx = y = —^ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) — (1; 1); Ị □ 

\ ^ £ 


90 Giải hệ phương trình: 


6 - - 2 = y/3x -y + 3y (1) 

y _____ 

2y/3x + yJ3x — y = 6x + 3y — 4 (2) 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ***’ 

Lời giải: 

3 y - 2y/3x - y — 0 (3) 


Phương trình (1) tương đương với {3y — 2^/3x^ỹ){y + \/3ĩ^ỹ) = 0 -v^ 
Thế phương trình (3) vào phương tình (2): 


y + y/3x-y = 0 (4) 


6x + 3y = 8 
3 y - 2y/3x - y = 0 




6x + 3y = 8 
3 y 2 - 16 + lOy = 0 


^ < 


X = 27 (13 + V 73 ) 


y=ụ~ 5-V73) 

X = l(13-V73) 


y = ụ-5 + V73) 
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Thế phương trình (4) vào phương tình (2): 


X = 4 

\y + V3x -y = 0 \y + ^3x - y = 0 , y = ~ 4 

< ^ ^ ' 1 

ị^6x + 5y = A \2y 2 — 4 + 7y = 0 £ = 4 

_. 1 • 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 

(*; v) = (4 (13 + Tra) 4 (-5 - /ra)/ (4 (13 - Tra) 4 (-5 + /ra)/ (4; -4); (4; / □ 

p 91 Giải hệ phương trình: 

\x\ + \y\ = l 
X 2 + y 3 — 1 

*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

Ta thấy nến X là nghiệm của hệ thì — X cũng là nghiệm nên chỉ Cần xét X > 0. 

Ta xét hai trường hợp: 


Nến y > 0 thì ta có hệ: 


X + y = 1 


X 2 + y 3 = 1 


^ < 


Nến y < 0 thì ta có hệ: 


X = 1 

y = 0 

X = 0 

y = 1 


X — y — 1 \ X = 1 


X 2 + y 3 — 1 = 0 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 0), (—1; 0), (0; 1) □ 


92 Giải hệ phương trình: 


y /5 y A — X A — 6 (x 2 — y 2 ) — 2 xy — 0 ( 1 ) 

hĩ>y 2 + X 2 ) 2 - 18 = y/xỹ (6 - 5y 2 - X 2 ) (2) 


: http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 


Điền kiện: 


xy > 0 


ĩ>y 4 -x 4 >0 
Phương trình (2) tương đương với 


(x 2 + 5 y 2 — 6)(x 2 + 5 y 2 + 2ựxỹ + 6) = 0 <(=> X 2 + 5 y 2 — 6 (3) 


Thế vào (1) ta có: 
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\f 5y 4 — X 4 + ^^/5 y 4 — x^Ỵ — 2 xy + (2xy) 2 
^\/5|/ 4 — X 4 — 2x7/j ^y/òy A — X 4 + 2 xy + 1^ = 0 

^ \J 5 y 4 — X 4 — 2x7/ j (V% 4 “ xi + 2 xy + 1^ = 0 
<^>a/5 7/ 4 — X 4 = 2 xy 


Thay X — y vào (3) giải 
Vậy hệ phương trình có 


-v=>x = y 
ra được 


y = l;x = 1 
y = -l;x = -1 


2 nghiệm: (x;t/) = (1; 1), (-1; -1). 


□ 


93 Giải hệ phương trình: 


x 2 y + 2(x 2 + y) — 8 
xy + X + y = 5 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Từ phương trình thứ nhất ta có: 


X = 


5 - y 

y + l 


Thế vào phương trình còn lại, san đó qny đồng, rút gọn ta có: 


3 y 3 - 12 y 2 - 9y + 42 = 0 


Phân tích thành nhân tử ta có: 


3 ( 7 / - 2) (y 2 - 2y - 7) = 0 4» 


y = 2 

y = l±2y/2 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; ỳ) — 

□ 


(1;2) ’(ĩW 2' 1 + 2v/ỉ ) 


2 + y/2 

l-y/2' 


I-2V2 


94 


Giải hệ phương trình: 


{ X 2 + 5x + y = 9 
3x 3 + x 2 y + 2 xy + 6x 2 = 18 
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Lời giải: 
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Viết lại hệ phương trình: 






y = 9 — X 2 — 5x 
3x 3 + x 2 (9 — X 2 — 5x) + 2x(9 — X 2 — 5x) + 6x 2 — 18 

y = 9 — X 2 — 5x 
—X 4 — 4x 3 + 5x 2 + 18a: — 18 = 0 

y — 9 — X 2 — 5x 







Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) — (1; 3); (3; —15); (—1 ± y/ĩ ; —4 =F 7y/7 ). □ 


I 95 Giải hệ phương trình: 


xlog 2 3 + log 2 y = y + log 2 x 
xlog 3 12 + log 3 a; = y + log 3 y 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ! 

Lời giải: 

Điền kiện: X, y > 0 

Hệ phương trình tương đương với : 


3* 

2 y 

(1) 


— 

X 

y 

12 x x 

= 3 y y 

(2) 

2x 




Nhân vê theo vê ta được: 36* = 6 y ^ y = 2x 

ÍT ' , r /4V 

Thay vào (1) ta tìm được 1-1 = 2 X = log4 2 ^ y — 2 log4 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm gưy nhất: (x;y) — ^logầ 2; 2 log4 2^ 

96 Giải hệ phương trình: 


□ 


x(x 2 + y 2 ) — 10 y (1) 
2 y{x 2 — y 2 ) — 3x (2) 
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Lời giải: 
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Nhân chéo phương trình (1) và phương trình (2) ta được: 


3x (x + ỳ) — 2C )y (x — y ) <=>■ 3x — 17 X y + 20 y‘ = 0 


X 2 — 4 y (3) 
3x 2 = 5 y 2 (4) 


Kết hợp (3) và (1) ta có hệ phương trình: 


x(x 2 + y 2 ) — 10 y 
X 2 = 4 y 


X = 0 

y = 0 

X = 2 
y = l 


Kết hợp (4) và (1) ta có hệ phương trình: 


X = 0 

jx(x 2 + y 2 ) — lũy . y — ^ 

Ị3x 2 — òy 2 Ì *\\ x =\ i/Wĩ ’ 

{[y = sjp<^ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) — (0; 0), (2; 1), ^\/375: y^-^>ỵ375^ □ 

97 Giải hệ phương trình: 

Ị - y = y/x - y ( 1 ) 

Ỵx + y = ^x + y + 2 ( 2 ) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 


Lời giải: 


Mũ 6 hai vế của phương trình (1) ta được: 


(x — y) 2 — (x — y) 3 <=> (x — y) 2 (x — y — 1) = 0 


+ Nếu X — y tthì phương trình (2) trở thành: 


x = y 
X = y + 1 


/ X > 0 

—— ị X > 0 r 

2x = \/2x + 2 X — 1 = l 

4x 2 = 2x + 2 1 


2 


+ Nến X — y + 1 thế vào (2) ta được: 


2y + l= \/2y + 3 ^ị y> 2 


4y 2 + 4y + 1 = 2y + 3 


«=> y = - 
y 2 


Vậy hệ đã cho có hai nghiệm là (x;y) — (1; 1), 

98 Giải hệ phương trình: 

{ X 2 + y 2 + X + y = 4 
x(x + y+l) + y(y + l) =2 
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Lời giải: 

Viết lại hệ phương trình: 

í 

X 2 + y 2 + X + y = 4 (1) 

X 2 + y 2 + xy + X + y = 2 (2) 

Trừ theo vế cho hai phương trình ta được: 

xy = -2 (3) 

Cộng (2) và (3) theo vế ta đựơc: 

(x + y) 2 + X + y = 0 (x + y) (x + y + 1) = 0 

X = V2 y — — \/2 


x = -y 

X — —y — 1 


+ Nến X — —y thì: (3) X 2 = 2 
+Nến £ = —£/ + lthì (3) = 


X — — \Í2 =>- y — \[2 
y = 1 =>- X = — 2 

Ị/ = — 2 =>■ X = 1 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là: (x; y) — (v^2; — v^2) , (— \Ỉ2\ \/2) , (1; —2), (—2; 1) □ 


99 Giải hệ phương trình: 

< 

\ X 2 — 5 xy + 6 y 2 — 0 

(1) 


|^4x 2 + 2 xy + 6x — 27 = 0 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 

Xét y = 0 không là nghiệm của hệ. 

Với y Ỷ 0? chia hai vế của phương trình (1) cho y 2 và đặt — — t phương trình (1) trở thành: 

y 

t 2 — 5t + 6 = 0 => t = 2, t = 3 

+VỚÍ t = 3 => X = 3y khi đó: 

-3-3VI5 -9-9^15 

I 7/ = — 

(2) 1 Ay 2 + 6y — 9 = 0 -v^ 

+VỚÍ t = 2 =>■ X = 2y khi đó: 


y = 


X — 


14 14 

-3 + 3-/Í5 . -9 + 9^15 

y — -—-X = 


14 14 


(2) 20 y 2 + I2y-27=0o 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là: 


9 9 

y= \=* x= 5 

y = — ^ =>- X — — 3 
y 2 


, x / —9 — 9 a/Ĩ5 —3 — 3\/Ĩ5 \ /-9 + 9^15 -3 + 
\x,y )= ỉ ————•— 1 ——— 1 1 ——^ 


14 


14 


14 


M—)•(-*-!)■(«) ° 


100 Giải hệ phương trình: 


X 4 — 16 y 4 — 1 


( 1 ) 


8x y 

X 2 — 2 xy + y 2 = 8 (2) 
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Lời giải: 

Dễ thấy: 


( 2 )« 


X — y — 2\[2 
X — y — —2\[2 


( 3 ) 
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Mặt khác: 


( 1 ) ^x 4 y — 16 y — 8 xy 4 — 8x 

<=>(x — 2y) [xy(x 2 + 2 xy + 4 y 2 ) + 8] = 0 

X — 2 y 
<=. y 

xy(x 2 + 2 xy + 4 y 2 ) + 8 = 0 


+ Thay X = 2y vào (3) ta được: 

X = 4 a /2 


THI: X 


y 


= 2\f2 


y = 2ự2 
X = -4%/2 


TH2: x-y = -2Vĩ =► 

'y = -2V2 

+ Phương trình xy(x 2 + 2 xy + Ay 2 ) + 8 = 0 vô ngiệm 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm: (x; ỉ/) = (4\/2; 2\/2) , (—4\/2; —2v / 2).n 



Lời giải: 

Dễ thấy (x; y) — (0; 0) là nghiệm của hệ phương trình. 
Xét x,y Ỷ 0- Hệ phương trình tương đương với: 


(y + x 2 )(y 2 ~ x 2 y + X 4 ) = 9x 3 (3) 

6:r 

X 2 + y = — (4) 

y 


Thay (4) vào (3) ta được: 


y -X y + x = -X y 
+ y 2 = 0 




X 2 = 2 y 



+ Với rc 2 = 2 y thế vào (2) ta được nghiệm X = 2; y = 2 

y 

+ Với X 2 = ^ thế vào (2) ta được nghiệm X — 1; y — 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x; y) — (2; 2), (1; 2) □ 


102 Giải hệ phương trình: 


Vĩ z ^c + Vĩ zr ỹ=V2 ( 1 ) 

\/l + X + 'JĨ J rỹ = VQ (2) 
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Lời giải: 

Điều kiện: x.y G [—1; 1] 

Cách 1: 
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Hệ phương trình tương đương với 

Ịx + y + 2y/(l + x)(l + y) = 4: (3) 
\x + y = 2ự(l-x)(l-y) (4) 

Thay (4) vào (3) ta được: 

V(l + z)(l + ỉ/) +V(l-z)(l-ỉ/) = 2 

<^1 -xy = y/(l- x 2 )(l - y 2 ) 

<=t-(x — y) 2 = 0 
— y 


1 

Từ đây thế trở lại (1) dễ dàng suy ra được hê đã cho có nghiệm duy nhất X — y = 4. 


Cách 2: 

Viết lại hệ phương trình 


^Y\/l-x+^Y>/l-y = 1 (*) 

^-ựl + x + ^yựl+y = 3 




Cộng theo vế của (*), (**) ta có: 

^Ệvi-x + ^yVi + x + ^yV 1 -y + -yV 1 + y = 4 (*) 

áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: 

(\/l - X + y/1 + x) 2 < (1 X + 1 + x) 0 0 =4 

(VT^+VĨ+ỹ) 2 <{l-y+l+y) 0 + 0= 4 

y/2 n -- , v ^6 r—— , y/2 „_- , Vẽ ' - ^ „ 

=► -y^Vl - z z + -yV 1 -y+ 2 ^V! + ỉ/ < 4 

Dấu " = " ở phương trình (*) xảy ra X — y — 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x; ỳ) — □ 


103 Giải hệ phương trình: 


qj _ 2 

v+ + y + v+ + 3 = (1) 




\/x + y + y/x = X + 3 


( 2 ) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 


1 X > 0 

Điều kiện: < 

\x+y >0 

Viết lại phương trình đầu của hệ thành: 


. -_ , /—— X + y — (x + 3) 

y/x + y + y/x + 3 =-———-- «=> 


X 


ựx + y + \/x + 3 = 0 (3) 

+ y - \A' + 3 = X (4) 


+ Từ (3) suy ra X = —3 và y = 3, không thỏa điều kiện nên loại 
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+ Lấy (4) trừ phương trình (2) của hệ ta được: 

\Jx + y/x + 3 = 3 

Giải phương trình này tìm được X — 1 =>• y — 8 (thỏa mãn) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (1; 8) □ 

104 Giải hệ phương trình: 

{ 2x 3 + 3 x 2 y — 5 
y 3 + 6 xy 2 — 7 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

Ta có hệ phương trình đã cho tương đương với: 

j 8x 3 + 12 x 2 y = 20 j (2x + y) 3 = 27 Ị y = 3 — 2x 

Ị y 3 + 6 xy 2 = 7 Ị y 3 + 6 xy 2 = 7 ì y 3 + 3y 2 (3 — y) — 7 = 0 (*) 

' y = 1 

7' v/l()õ 

Ta lại có: (*) (y — 1)(2 y 2 — 7y — 7) = 0 <^> y — ~Ị 

7 + a/ĨÕ5 

, L y = 7tlf 

Từ đó dễ dàng ta thu được nghiệm của hệ phương trinh đã cho là: 


105 Giải hệ phương trình: 

{ (x + y)(x 2 — y 2 ) — 45 
(x — y)(x 2 + y 2 ) — 85 

** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Hệ đã cho tương đương với: 


Lời giải: 

(x + y) 2 (x-y) =45 (1) 

2(x — y)(x 2 + y 2 ) = 170 (2) 


Trừ vế theo vế của phương trình (2) cho phương trình (1) ta được: 

2(x + y)(x 2 + y 2 ) — (x — y)(x + y) 2 = 125 (x — y) 3 — 125 43- X — y = 5 

Thế X = y + 5 vào (1) ta được: 

. . . „ y = — 1 =>■ X = 4 

(l)^(2 l / + 5) 2 = 9^ y 

y = —4 ÌC = 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: (x',y) — (4; —1); (1; —4) □ 
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Ta có: 


Ị xy + 6 = 3x + 22 /( 1 ) 

Ị X 2 — 2x + y 2 = Ay — 3(2) 


í(x-2)(y-3) = 0 
ì X 2 — 2x + y 2 = Ay — 3 




X — 2 

y 2 - ẩy + 3 = 
y = 3 

X 2 — 2x = 0 


Đây là các hệ phương trình cơ bản. 

Giải ra ta thu được các nghiệm của phương trình đã cho là: (x\ y) — (0; 3), (2; 1), (2; 3) □ 


0 


107 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 2 xy — 3 y 2 — 0 (1) 

x\x\+y\y\ = -2 (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 

Lời giải: 

Từ phương trình (1) dễ dàng sưy ra: X = y hoặc X — —3 y. 

+ Với X — y thế vào phương trình (2) ta được: 

. . . . . X < 0 

(2) 2x\x\ = —2y^( 4^ X — —1 => X — y — —1 


X 4 = 1 


+ Với X — —3 y ta có: 


( y >0 X 3 

, 1 ^y = ^ x = -7 ) 

y 2 = l 2 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: (x; ỳ) — (—1; —1), r—□ 


108 Tìm a để hệ phương trình sau có nghiệm Vò G [0; 1] : 

a x + a y = 8 
X + y = b 2 — 6 + 1 


** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 

Điều kiện: 0 < a Ỷ 1 
Ta có: 

Ị a x + a y = 8 í a x + a y = 8 

ị x + y = b 2_ b+l ^ \ a x+ y = a b2 - b+1 

Sưy ra a x , a y là nghiệm của phương trình: 

t 2 - 8t + a b2 ~ b+1 = 0 (*) 

Để hệ đã cho có nghiệm thì (*) có nghiệm A(*) > 0 a b2 ~ b+1 <16 Vò G [0; 1] 0 < a < 16 

Vậy a G (0; 16], a Ỷ 1 thỏa mãn yêu cầu bài toán □ 


Ị a x + a y = 8 

ịa x .a y = a b2 ~ b+1 


109 Giải hệ phương trình: 




X 2 + y 2 + xy = 37 

(1) 

< 

X 2 + z 2 + xz = 28 

(2) 


y 2 + z 2 + yz — 19 

s. 

(3) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - 

Lời giải: 
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Ta có 

(1) — (2) =>• y 2 — z 2 + X (y — z) = 9 {y — z) (x + y + z) = 9 (4) 

(2) — (3) X 2 — y 2 + z (x — y) = 9 (x — y) (x + y + z) = 9 (5) 


(4) - (5) =>[{y-z)-(x-y)](x + y + z)= 0 ^ 


X + y + z = 0 
y — z — X — y 


Trường hợp: x + y + z = 0<^z = — (x + y). Thay vào hệ ta được: 


{ X 2 + y 2 + xy = 37 
X 2 + y 2 + xy = 28 (vô nghiệm) 
X 2 + y 2 + xy = 19 


Trường hợp: y — z = x — y = t<^> 


X — y + t 

. Thay vào (4) ta được: 

z = y -t 


3 

t(y + y + t + y — t) — 9 <=> ty = 3 <=> t = - (6) 

y 


Thay vào (3) ta được: 


y 2 + (y — í) 2 + y (y — t) — 19 -v^ 3 y 2 — 3ty + t 2 = 19 -v^ 3 y 2 + t 2 = 28 (7) 


Thay (6) vào (7) ta được: 


3y 2 + 4 = 28 4» 3 y 4 - 28 y 2 + 9 = 0 4» 

y 


Giải từng trường hợp 


y = 9 4=^ y — ±3 => t — ±1 

y 2 = - ^y = ±^- =>• t — ±3v^3 

y 3 y 3 



\ t = -3y/3 Ị^ 8 ^ 3 

Vậy hệ phương trình có 4 nghiệm là: 

„.OON , „ o. 04 í 1 OAA 8v^ ( lOv/3. 

(x:y, z) = (4; 3; 2), (-4; -3; -2). T ; 3 J ’ 3 ; 3 : 3 j 


□ 
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110 Giải hệ phương trình: 


x + y + z + t= 15 (1) 

X 2 + y 2 + z 2 + t 2 = 65 (2) 
X 3 + y 3 + z 3 + t 3 — 315 (3) 
[xt = yz (4) 


: http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 


(2) (x + í) 2 + (y + z) 2 — 2xt — 2 yz — 65 

(x + y + z + t) 2 — 2(x + t)(y + z) — 4 xt — 65 (do (4)) 

(x + y + z + t) 2 — 2(x + t) [15 — (x + t)} — 4 xt — 65 (do (1)) 

^ 15 2 - 2(x + t) [15 - (x + t)} - 4 xt = 65 
^ (x + tf - 15(x + t)~ 2 xt = -80 (5) 

(3) -v=> (x + í) 3 + (y + z) 3 — 3 xt(x + t) — 3 yz(y + z) — 315 

(x + í) 3 + (y + z) 3 — 3 xt(x + y + z + t) = 315 (do (4)) 

(x + y + 2 + í) 3 — 3(x + t)(y + z)(x + y + z + t) — 45 xt — 315 (do (1)) 
^ 15 3 - 45(x + t) [15 - (x + t )] - 45 xt = 315 
(x + t) 2 — 15(x + t) — xt — —68 (6) 


Lấy (6) trừ (5), ta được: xt — 12 

Thay vào (5) ta được: (x + t) 2 — 15(x + t) + 56 = 0 -v^ 


X + t = 8 

X + t = 7 


Ta có các hệ phương trình sau: 


Với 


X + t = 8 

xt — 12 




X = 6 

t = 2 
X = 2 

t — 6 


X + t = 7 
xt — 12 




í X + t = 8 

, thay vào hê ta có: < 

Í!,+2 = 7 «J 

íy=4 v| 

Ịy = 3 

[xí = 12 

[yz = 12 


k z = 4 

[ X + t = 7 

, thay vào hê ta có: < 


h = 6 v J 

r 2/=2 

[xí = 12 

[yz = 12 

[2 = 2 

z = 6 


X = 4 

t = 3 
X = 3 

í = 4 


Với 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm 

(*; ỉ/; V t) = (6; 4; 3; 2), (6; 3; 4; 2), (2; 4; 3; 6), (2; 3; 4; 6), (4; 6; 2; 3), (4; 2; 6; 3), (3; 6; 2; 4), (3; 2; 6; 4) □ 



111 

Giải hệ phương trình: 




X 3 + y 3 + X 2 (y + z) = xr/ 2 : + 14 (1) 


< 

y 3 + z 3 + y 2 (x + z) — xyz — 21 (2) 



z 3 T X 3 T z 2 (x + y) = xyz + 7 (3) 

s. 
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Lời giải: 
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(1) + (2) + (3) => X 3 + y 3 + z 3 + ( X 2 + y 2 + z 2 ) (x + y + z) = 3 xyz 

(x + y + z) 3 — 3 (x + y + z) (.xy + yz + zx) + (x 2 + y 2 + z 2 ) (x + y + z) 
(x + y + z) [x 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + zx) + X 2 + y 2 + ,z 2 ] =0 


= 0 


«=>• 


X 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + + X 2 + y 2 + £ 2 = 0 (*) 


X + y + z = 0 (**) 


TH (*) ta có: 


X 2 + y 2 + z 2 — (xy + yz + 2x) > 0 
x 2 + y 2 + z 2 > 0 


=► VT & 


> 0 


Dấu " xảy ra khi: X — y — z — 0 
TH(**) :x + y + z = 0<=>z = — (x + y) 

Thay vào (1) và (3) ta có hệ phương trình sau: 


y 3 + xy (x + ỳ) — 14 
X 3 + xy (x + ỳ) = 7 


(/) 


Xét rr = 0 


Xét rr 7 ^ 0 Đặt: y = kx ta có: 


(J)^ 


ỉ/ 3 = 14 
0 = 7 


(un) 


(J)^ 


X 3 (k 3 + k 2 + k) = 14 (4) 
X 3 (k 2 + k + 1) = 7(5) 


ỵ.'i 1 p 1 u 

(4) : (5) => , - , , — = 2^k 3 ~k 2 -k-2 = 0^k = 2^y = 2x 
K J J k 2 + k + l y 

Thay vào (5) ta được: x = l=>y = 2=^z = — 3 

Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: {x\y\ z) = (1; 2; —3)D 


112 


Giải hệ phương trình: 


X 3 + x(y — z) 2 — 2 
< y 3 + y(z — xỷ = 30 
z 3 + z(x — y) 2 — 16 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 

Ta đưa hệ về dạng: 

Ỉ x{x 2 + y 2 + z 2 — 2yz) = 2 (1) 
y{x 2 + y 2 + z 2 — 2xz) = 30 (2) 
z(x 2 + y 2 + z 2 — 2xy) = 16 (3) 
Lấy (1) + (2) — 2(3) ta có: (x + y — 2z) {x 2 + y 2 + z 2 ) = 0 


X y — 2z — 0 ^ y — 2z — X 

X 2 + y 2 + z 2 = 0 X = y = z = 0 (/) 
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Thay y = 2z — X vào phương trình (1) và (3) ta có: 

x(2x 2 + z 2 — 2xz) = 2 (4) 
z(4x 2 + 5 z 2 — 4 xz) — 16(5) 

Đặt z = kx ta tìm được k — 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x, y, z) — (1, 3,2)D 


113 Giải hệ phương trình: 


+ 2y 3 -x = -\ + 3VS (1) 


<y 4 + 2x 3 -y = -ị-3V3 (2) 
z + y-x = log 3 (y - x) (3) 

_ _ 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn = 

Lời giải: 

ĐK: y — X > 0 Lấy (1) + (2) vế theo vế ta được: 

X 4 + 2x 3 — X + y + y 4 + 2 y 3 — y + y = 0 

«(* 2 + x-lY+(y 2 +ỉ /-L) 2 = 0 


+> X, y G 


-1-V3 -1 + V3 
2 ’ 2 


Xét phương trình: t 2 + t — ị = 0 (*) 

Giả sử a là 1 nghiệm của phương trình (*) 


Tức là: 


ọ lo 9 a 3 Gi 1 A 3 

==• OI — — OL + —; Oi — — a + — = ——— Ị Oí — — 2ữ + — 


4 _ I 3 . ,.3 _ 3 y 1 

X — —2x + y — ————— 
4 y 2 


Thay vào (1) ta được: y — X — ự3 Suy ra: X — 1 9 v ^ ; y — thỏa (1); (2); (4) 

Với y — X — Vĩ (thỏa điều kiện), thay vào (3) ta được: 

z + \/3 = log s v / 3 ^ z = 2 ~ ^ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 

(x ; y ; ,)=(V i 3;^S;^)n 

114 Giải hệ phương trình: 

I (2 - x) (1 - 2x) (2 + ỳ) (1 + 2y) = 4v® + 1 (1) 

ì X 2 + y 2 + 2 : 2 + 2 x 2 : + 2yz + x 2 y 2 + 1 = 0 (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 5 

Lời giải: 

(2 ) <=> (x + y + z) 2 + (xy — l) 2 = 0 


[ X + y + z = 0 

z = -{x + y) 

< ^ < 

1 ^ { 

[ xy — 1 = 0 

y = - 


1 X 
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Thay vào (1) , ta được: 

(2-*)(l-2*)(2 + ỉ) (l + l) =4^1-lo(x+i) 

« (2 - (1 - 2 x) p±i) (^) = 4^1-lo(*+|) 

«4(^ + y-17 = 4^-lo( I + i)(3) 

Đặt: £ = X + 4; |í| >2=^x 2 + ^ã = í 2 — 2 

(3) 4 (í 2 - 2) - 17 = 4\/l - 10Í 

4t 2 - 25 = 4 vT - ĩõí 
(4t 2 - 25) 2 - 16 (1 - 10Í) = 0 

(4t 2 - 20í + 29) (2 1 + 3) (2 1 + 7) = 0 
7 , , 

— (do |í| > 2) 

1 7 

+ ^ = 

X 2 

<3- 2x 2 + 7x + 2 = 0 
-7± a/33 


-7 + V33 . -7-y/XĨ . 7 

Với X =-—- y — - 7 -=>■ z = - 

4 4 2 

WA . - 7 -V 33 - 7 +V 33 7 

Với X = 4 — => y = - => z = - 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: (x; y\z) — ■'7 ;;ì : ~ 7 ~ỵ^ ; ~ ĩ+ ỵ^ \ l 


115 Giải hệ phương trình: 

/ 

x 2 y 2 + 2\[?yxy — y 2 = 1 

( 1 ) 

< 

- (yz - 2) + y = 0 

(2) 


Z 2 X + z 2 + X = 1 

< 

(3) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 


Từ (2) ta có: 

2 z 

yz 2 - 2z + y = 0 <Ễ=> y (z 2 + 1) = 2z <^> y = ^ - 

Từ (3) ta có: 

X (z 2 + 1) = 1 — z 2 X = \ 

1 + Z Ầ 

Thế vào (1) ta được: 
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(1 -z 2 f 4V3z(l-z 2 ) _ 
(1 + z 2 ) 2 (1 + z 2 ý 


ẩz 2 


(l + z 2 )- 


+ 1 




(l + z 2 ) 2 + 4\/3 (l — 2 2 ) — 4z 2 + (1 + z 2 ý 
« 4+3z (l - z 2 ) -8z 2 = 0 




V ŨZ — z ) — oz = u 

4 V 3 (1 - z 2 ) -8z\ =0 

(-4 VV 2 -8 z + 4Vã) = 0 

z = 0 
y. = ^4/3 


' z = 0 

^ z = -Vã 

Vs 

L " 3 

- Với 2 : = 0 suy ra: y = 0; X — 1 

\/3 1 

- Với z = -V3 suy ra: y = --^7-; X = 

- Với z = —— suy ra: y — ——; X = - 

3 2 2 / 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x;ỉ/; V = (1; 0; 0); -Vãì ^ 


□ 



116 

Giải hệ phương trình 




xyz = 8 


< 

x 2 y + y 2 z + Z 2 X — 73 



x(y — z) 2 + y(z — x) 2 + z(x — y) 2 — 98 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 


Phương trình 3 tương đương: 

xy 2 + yz 2 + zx 2 + (x 2 y + y 2 z + z 2 x) — 6xyz — 98 

xy 2 + yz 2 + zx 2 — 73 

=73 = x|/ + |/2: + ^a; 

(x — y)(y — z)(z — x) = 0 X = y, y = Z] z = X 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; 7/; 2 ) = 0 (Bạn đọc tự giải)D 


117 


Giải hệ phương trình: 


) xy + X — 3y = 4 
yz + z — 5y = 9 
zx — 5x — 3z = —6 
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Lời giải: 


Ỉ xy + X — 3y = 4(1) 
yz + z — 5y — 9(2) 
zx — hx — 3z — —6(3) 


Nếu y=-l thế vào không thỏa mãn. Nến y khác -1 thì từ (1) và (2) ta dễ có: 



4+3 y 
y +1 
9+5 y 

y +1 
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Thế vào (3) thì: 

l'3'l .. (4+3+(9+5+ _ 5(4+3 y) _ 3(9+5 y) = _ 6 
V / (y+ 1) 2 y +1 y+l 

-v4> 15 y 2 + 30 y + 11 = 6 (y + l ) 2 
9 y 2 + 18 y + 5 = 0 



Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm kể trên. □ 

2 Sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ 


1 Giải hệ phương trình: 


12 xy + 12 ( X 2 + y 2 ) + 


9 


= 85 


(x + y) 2 

6x (x + y) + 3 = 13 (x + y) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

Viết lại hệ phương trình dưới dạng 

— ị —) + 3 ( x - ỉ /) 2 = 103 

x + yJ (/) 

+ 3 (x — y) = 13 


9 ự; + y + 
3 (x + y + 



X + y 


-4- (l«l > 2) 

x + y .Ta có: 


í 9a 2 + 3 ò 2 = 103 

26 2 - 136 + 11 = 0 



1 3a + 36 = 13 

3o = 13-36 


ự)** 


10 _ I x + y + 

Với a — 4 , 6 = 1 thì: 

0 


, 1 10 

6 = 1 a = —- 

, 11 7 

6 = — => a = -- (loại) 

2 0 


1 _ 10 
X + y 3 


X — y = 1 

Vậy hệ đã cho có hai nghiệm như trên □ 


«(*;</) = (|^);(2;1) 


2 Giải hệ phương trình: 


(ị*+ầ - 1 ) (ịy+ằ - 1 ) = 7^+y- 1 ( 1 ) 

4 X + 4 y + 2 x+ y - 7.2 X - 6.2 y + 14 = 0 (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

{ u = 2 X . 

_ (u > 0; V > 0) 

V = 2 yK ’ 

Phương trình (2) trở thành vĩ + (v — 7)u + V 2 — 6v + 14 = 0, có nghiệm khi 


A = (v- 7) 2 - 4v 2 + 24v - 56 > 0 
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7 

—3v 2 + 10i’ — 7>0<t^l<ư<;- 

3 

Mặt khác viết phương trình (2) dưới dạng V 2 + (u — Q)v + u 2 — 7u + 14 = 0, có nghiệm khi 


A = (u - 6) 2 - 4ư 2 + 28ư - 56 > 0 

-v=t —3w 2 + 16u — 20>0<t=t2<'ií<-^ 

o 

Phương trình (1) tương đương với ( 2u — — ) ( 2v — - ] — Ị- 

V "/ V '7 2 

1 1 

Xét hàm số : z = 2t — 7 , t > 1, có z' = 2 + T- > 0, Ví > 1 
- t ’ t 2 

Do đó hàm số 2 đồng biến với t > 1 
" 1 7 

Khi ,,111XM 2 “'“) XỈH 

ư>l=^2ư — - >1 v /v 7 

V 

7 [ u = 2 ị X = 1 

Dấu bằng trong phương trình (1) xảy ra khi < <í=t < 

1 V 1 \y = 0 

Vây hệ đã cho có 1 nghiệm là : (x; y ) = (1; 0)D 


3 Giải hệ phương trình: 


y 2 + X + xy — 6y + 1 — 0 (1) 

y 3 x — 8 y 2 + x 2 r/ + a: = 0 (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ! 

Lời giải: 

Lấy (2) trừ (1) ta được: 


Ta có hệ phương trình 


xy{y 2 + X - 1) = (3y - l) 

xy(y 2 + X - 1) = (3y - l) 2 (3) 

y 2 + X + xy — 6y + 1 = 0 (4) 


Đặt ị J . Từ (3) và (4) ta có: 
V — xy 


V (lí - 1) = (3 y - l) 2 I V (Gy - V - 2) = (3y - l) 2 




u + V — 6y — 1 


u = 6y — 1 — V 


V 2 - 2(3 y - l)v + (3ỉ/. - l) 2 = 0 1 (v - 3y + l) 2 = 0 

u = 6y — 1 — V \u = 6y — 1 — V 

V = 3y — 1 I aư/ = 3y — 1 

u — 3y \y 2 + X — 3y 


(3y-y 2 )y = 3y-l \ y 3 - 3y 2 + 3y - 1 = 0 

^ < 

X = 3 y — y 2 ịx — 3y — y 2 

(y — l) 3 = 0 íỉ/ = l 

^ < 9 ^ < 

X = 3 y — y 2 \x = 2 
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Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: (x',y) — (2; !)□ 


4 Giải hệ phương trình: 


X 3 + 3 xy 2 — —49 
X 2 — 8 xy + y 2 = 8y — 17 X 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

u + v 

u — X + y 


X — 


Cách 1: Đặt: 




V — X — y 


u — V 


Ta đưa hệ phương trình về dạng: 


y = 


u 3 + V = -98 
— 3 u 2 + 5v 2 — —9 u — 25v 

Ta nhân phương trình thứ hai với 3 rồi cộng với phương trình thứ nhất ta được: 

(u - 3) 3 + (v + 5) 3 = 0 
<=> u — 3 — — V — 5 
<=ỷ-u = —V — 2 

Thay vào phương trình thứ nhất ta được: 

(-U - 2) 3 + V 3 = -98 
V 2 + 2v — 15 = 0 

V = 3 => u = —5 

V — — 5 =>• u — 3 




Ta suy ra: 


X — — 1 í X — — 1 

. v 1 

y = -4 1 y = 4 


Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm là: (x; y) — (—1; —4), (—1; 4)D 

Cách 2: Nhân phương trình thứ hai của hệ với 3 rồi cộng cho phương trình đầu ta được: 


(x + l) ((x - l) 2 + 3(y - 4) 2 ) =0 


Từ đó ta giải hệ tìm nghiệmD 


5 Giải hệ phương trình: 


X +y 2 = - 

57 

4x 2 + 3x — = —y(3x + 1) 

s, Zí 0 
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Lời giải: 

Hệ phương trình được viết lại thành 


5(x 2 + y 2 ) = 1 

2x 2 — 2 y 2 + 3x + 3 xy + y — ^ 
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Ta thấy: 


2x 2 — 2 ỳ 2 + 3x + 3 xy + y = 44 

47 

^ (2x - ỉ/) (x + 2y) + (2x - ỉ/) + (x + 2y) = ^ 


a — 2x — y 

Đặt { .Ta có: 

b — X + 2y 


a 2 + b 2 = 1 

, , _ , , 47 

a6 + a + b — — 






(a + ò) 2 — 2 ab — 1 
94 

2 ab + 2a + 2b = T/ 
25 

2 ab = (a + ò) 2 — 1 

(a + í» + l) 2 = f 


43- 



Ta thấy hệ phương trình thứ hai vô nghiệm, hệ phương trình thứ nhất có 2 nghiệm là: 

11 


r 3 

í 4 

í 2 í 

a — - 

a = - 

X = — 

V 

Q ^ < 

f V 

4 

3 

1 1 

6 = - 

b — - 


l 5 

l 5 

, v = 5 1 


X — 


y = 


25 

2 

25 


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm: (x; y) — ( p-; p- ] , Ị t/t; ^p- Ị □ 

0 0 J \ ẨiO ẨiO J 


2 1\ /11 2V 


6 Giải hệ phương trình: 


5 

X 2 + y + x 3 y + xỳ 2 + xy = — ^ 
X 4 + y 2 + xy (1 + 2x) = — ^ 


ự) 
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Lời giải: 


ự)** 


X 2 + y + xy [x 2 + y) + xy = —— 

/ 2 \ 2 5 

(r +yj + xy = -- 


// • .r — // 

Đặt: .Ta có: 

V — xy 


u + uv + V = — T (1) 
4 


ư 2 + ư = -^ (2) 
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Lấy (2) — (1) vế theo vế ta được: 


u 2 — u — uv = 0 u (u — 1 — v) = 0 


u = 0 
u — 1 + V 


- Với u — 0 V — ~-r 

4 

- Với u — 1 + ư, thế vào (2) ta được: 


Au 2 + 4ư + l = 0<t^ư = — ^ V = — ^ 


Ta xét 2 trường hợp sau: 


■u = 0 ị X 2 + y = 0 r 2 / = —X 2 

5 ^ ị 5 ^ ị 3 5 ^ 

w = 4 l 3 * 4 l x 4 


_ 3/5 

X= V4 


y = - 



1 r .2 1 r .2 3 1 / 

u = — - \ X + y = — - \ X — — - 1 = 1 

2 h ' 3 


v — — 2 l IS = “2 


= -- 


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: (x; y) = Ị Y — Y — Ị , ^1; —□ 


7 Giải hệ phương trình: 


X 4 — 2 X = y 4 — y (1) 

(z 2 - y 2 f = 3 (2) 
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Lời giải: 

Í a — X + y 

b = X — y . Phương trình (2) trở thành: ( ab) 3 = c 3 ab = c 


c 3 = 2 


Ta có: 


X 4 — y 4 — (x — y) (x + ỳ) (x 2 + y 2 ) — ab 


a + ò\ 2 (a — b\ 2 


= f (« 2 +i- 2 ) 


2x — y — a + b — 


a — 6 a + 3ò a + C 3 Ò 


Phương trình (1) trở thành — (a 2 + 6 2 ) = — -Ệ- — c (a 2 + ò 2 ) = a + C 3 Ò 

Hệ phương tương đương với 

J c (a 2 + 6 2 ) = a + C 3 Ò (3) 

Ị aò = c (4) 


http: //boxmath.vn/ 


79 



www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 


c 

Từ (4) ta suy ra b — thay vào (3) ta được: 


c [ ữ H—- — a H- 

\ a z J a 

ca 4 + c 3 = a 3 + ac 4 

-v=> (ca — 1 ) (a 3 — c 3 ) =0 


•v^a = -Va = c 
c 

ATẮ __ , _ , + ._c + 1 _ ^3 + 1 _ ^3 - 1 

JNêu a — c =>• 0 — 1 ta có: X — —-— = —-—, y — -—-— 

2 2 2 
1 , , 1/1 A 1 + c 3 2 


1 — c 3 


-\T< -L 7 9, IV -L / -L Ọ \ -L I V. J - 1 -L ọl -L -L 

Nêu a = 0 = c thì £ = - - + c = ———- = 777 =; V = -c = ——— = -— 7 = 

c 2 \c / 2 c ^ 2 \c / 2 c ^3 

( ^/3 -ị- X ^/3_1 \ / 2 1 \ 

— 2 —’ — 2 ——) ’ ( 4 ^ 2 ’ — - 3 ^=) n 


8 Giải hệ phương trình: 

í (2x — y + 2)(2x + y) + 6x — 3y = — 6 
\v^+ĩ + v / ỹ Tr ĩ = 4 
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Lời giải: 


Điền kiện: X > —^;y >1 

Đặt a — V 2x + ĩ; b = \Jy — 1. Ta có hệ: 


(a 2 — 6 2 )(a 2 + ỏ 2 ) + 3(a 2 — ò 2 — 2) = —6 
a T 6 — 4 

4(a — ò)(a 2 + b 2 + 3) = 0 
a + b = 4 


1 0 = b 3 

< ^a = b = 2^x = -]y = 5 

a + b = 4 2 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là X — ^\y = 5D 


9 Giải hệ phương trình: 


8 (x 2 + y 2 ) + 4 xy + 


(x + ỉ /) 2 


2 x + — = 1 
V X + y 
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Lời giải: 


Điền kiện: X + y Ỷ 0 

Viết hệ phương trình dưới dạng 


5 (x + y) 2 + — 1 2 + 3(x - yf = 13 

L (x + y) J 


(x + ỳ) H -—— + X — y — 1 

X + y 
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Đặt: 



-3—,N>2 _ , 

X + y .Hệ phương trình trở thành 


f 5o 2 + 3 b 2 = 23 

0 = 2 

< ^ < 

v { 

[ 0 + b — 1 

6 = -1 


5 

a 4 
,9 

6 4 


(vô nghiệm) 


0 = 2 

Với < , ta có: 

6 = -1 


x + y+ = 2 ^ ị (x + y) - 2 (x + ỳ) + 1 = 0 

x-y = -l \x-y=*ẹ 

(x + y — l) 2 = 0 fx + 7/ = l í £ = 0 

< ' <tt> ị < 

x-y = -1 [x~y = -l [y=l 


Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất: (x;y) — (0; !)□ 


10 Giải hệ phương trình: 


x+y+ l + y i 

y X 

0 

‘r II * 1 

x + y + — + — = 4 
y X 
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Lời giải: 

Điền kiện X Ỷ 0; y Ỷ 0 . 

Hệ tương đương 


x+v+fỉ£ = * 

.(* + ») (^) =4 


Đặt 


u = X + y 
v — x2 +y 2 

xy 


Khi đó hệ trở thành 



<í=t u = V = 2 


Với u — V — 2, ta được 



o X — y — 1 


Vậy hệ phương trình có nghiệm dưy nhất: (x’,y) — (!;!)□ 


11 Giải hệ phương trình: 


x log2 y = 4 y 

y\o ẽ2 x = % x 
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Lời giải: 

Điều kiện: X, y 7 ^ 0 

Logarit cơ số 2 hai vế phương trình của hệ, ta được 


log 2 a;log 2 y = 2 + log 2 y 
log 2 xlog 2 y = 3 + log 2 a: 


Đặt a — log 2 a:, b = log 2 y. Ta được hệ 

ab — 2 + b 
ab — 3 + a 




b — a = 1 (T) 
ab = 2 + b ( 2 ') 


Thay (T) vào (2’) ta được 6 (6 — l)=2 + 6 y =>6 = l± \/3. 

- Với 6=1 + \f?i suy ra a = y/3. Từ đó, ta có X = log 2 v^3, y — log 2 (l + v^3) 

- Với 6=1 — y/3 suy ra a — —y/3. Từ đó, ta có X = log 2 (—v^3) , y — log 2 (l — y/ỉ) 

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm (x; y) là: (log 2 \/3; log 2 (l + v^3)) ; (log 2 (—ị/3) ; log 2 (l — v / 3))n 


12 Giải hệ phương trình: 


\Jx - 1 + y/y - 1 = 4 
ì/x + 6 + y/y + 4 = 6 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 


Điều kiện: x > 1, y > 1 

Cộng và trừ vế theo vế hai phương trình, ta được hệ: 


Vx + l + \Jx + 6 + y/y - 1 + y/y + 4 = 10 

Va; + 6 - a/x + 1 + yjy + 4 - 0/ - 1 = 2 

VaT+T + \/a; + 6 + a/i/ - 1 + a/i/ + 4 = 10 

^ < 5 5 


+ 


\Jx + 1 + \Jx + 6 \/y - 1 + Vỉ/ + 4 

Đặt a — \fx + 1 + \/a; + 6 , 6 = ựỹ + 4 + ^/y — 1. Ta có hệ : 

a + b = 10 ía + 6 = 10 
5,5 , •< > < 

7 + y = 2 1 ab = 25 

a b v 

Sưy ra a, 6 là nghiệm của phương trình: X 2 — 10 X + 25 = 0 

Do đó a = 6 = 5, dẫn đến X — 3,y = 5 

Vậy hệ phương trình có nghiệm (x’,y) là (3; 5)n 


= 2 


13 Giải hệ phương trình: 

< 

Ị" 2 y 2 — X 2 = 1 

( 1 ) 


[ 2x 3 — y 3 — 2y — X 

( 2 ) 
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Lời giải: 

Nến X = 0 thì hệ trở thành 


2y = 1 

y 3 + 2y = 0 


(vô nghiệm) 
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Vậy X Ỷ 0 

Chia phương trình (1) cho X 2 , phương trình (2) cho X 3 , ta được 

2t»Y-i = ị 




„ _ ỉ/ 
a = — 

Đặt ẩn phụ: ^ -Ị . Hệ trở thành: 

6=4 

X Á 


2 a 2 -1 = 6 (3) 

2 — a 3 = 2 ab — b (4) 


Thế (3) vào (4), ta được: 


y -t ' 

Với a — — — 1; thế vào (1) suy ra 

x \_X = y = — 1 

Vậy hệ có hai nghiệm (1; 1) hoặc (—!;—!)□ 


5a 3 — 2 a 2 — 2a — 1 = 0 -v^ (a — l)(5a 2 + 3a + 1) = 0 o a = 1 


X — y — l 


14 Tìm m để hệ có nghiệm 


2(x — 1) — y/y — 1 = m — 2 
2 (y — 1) — A Jx — 1 = m — 2 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn = 

Lời giải: 


Đặt 


Hệ phương trình trở thành 


\Jy — 1 = u,u > 0 

\J X — 1 = V, V > 0 

2v 2 — u — m — 2 
2Ù 2 — V — rn — 2 

=>- 2(ư 2 — ư 2 ) + (ư — tt) = 0 
<=> (■ V — u)(2v + 2u + 1 ) = 0 
V — u (2v + 2u + 1 > 0) 
=> X — y 


Thay vào hệ ban đần ta được 


2x — \J X — 1 = m 
•v^> 4x 2 — Amx + m 2 = X — 1 
4x 2 — (4 m + l)x + m 2 + 1 = 0 


Để hệ có nghiệm khi 


15 

Ax 2 — (4 m + l)x + m 2 + 1 = 0 > 0 m > 
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15 Giải hệ phương trình: 


1 1 

x-ị - \-y + - = 5 

X y 

o 1 „ 1 

X 2 + A, + y 2 + A, = 9 
x z y z 
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Lời giải: 

Phương trình trong hệ ta viết hệ dưới dạng: 

x + \) + (y + ị. 1 = 5 (!) 

X V yj 

1V í 1 \ 2 

x+ - x ) + ( 9 + ỉ) = 13 (2) 


Làm gọn lại hệ, ta đặt: 


( 1 

( / 

a; H— - (1 

a + 6 = 5 1 

ĩ ^ < 


\y+- = b 

a 2 + 6 2 = 13 

{ y 

k ' 


a = 5 — b 

2b 2 - 106 + 12 = 0 (3) 


Giải phương trình (3), ta có nghiệm: 

^ 2 b 2 - 106 + 12 = 0 
6 = 3 

- Với: b = 3 dẫn đến a — 2, ta có được hệ: 


r 1 o 

, 1 

X + - = 2 

X 2 — 2x + 1 = 0 

ĩ ^ < 


ỉ/ +■ - = 3 

y 2 - 3!/ + 1 = 0 

l y 



Vậy hệ đã cho có 2 bộ nghiệm (x;y) — 1; 


3 + \/5 \ í 3-V5 
’ I o 


X = 1 

3 ± y/ò 
y =2 

□ 


16 Giải hệ phương trình: 


yJ2x + y + 1 - V x + y = 1 
3x + 2y = 4 
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Lời giải: 

Ta đặt: a = X + y và b = X + 1, hệ phương trình đã cho trở thành: 

b 2 — 2b + 1 = 4o 

^ < 5-6 

a — ——— 


y/a + b — \fa — 1 
2a + 6 = 5 
Dẫn đến ta có phương trình san b 2 = 9 
Với 6 = 3 suy ra được a — 1, ta có hệ: 

X + 1 = 3 
X + y — 1 

Với 6 = —3 suy ra được a — 4, ta có hệ: 

X + 1 = — 3 
X + y = 4 






X — 2 
y = -l 

X = —4 

y = 8 


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 bộ nghiệm (x-,y) = (2; -1), (-4; 8 )D 
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18 Giải hệ phương trình: 


\JX 2 + y 2 + y/2 xy — 8 ^ 

x + Vỹ = 4 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Điều kiện: X, y > 0. Ta đặt như saư X + y = a và, 2^/xỹ — b, ta có hệ sau: 

V2a 2 - ¥ + b = 16 
a + b = 16 

Dẫn đến ta có phương trình san :y/2a 2 — b 2 — a, nên: 

(a — b)(a + b) = 0 (b > 0 ) 

Với a — b thì ta có kết quả sau: 

X + y = 2^/xỹ (ựx — Vỹ) 2 = 0 -v=> V x = sjỹ X = y = 4 
Với a = —b thì ta có kết quả: 

X + y = —2ựxỹ (ựx + y/ỹ) 2 = 0 ^íx = —y/ỹ (loại trường hợp này) 

Vậy hệ phương trình đã cho có bộ nghiệm (x; ỳ) = (4; 4)D 


19 Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm 

X + y + X 2 + y 2 = 8 
xy(x + l)(y + 1 ) = m 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Ta đặt: a = X 2 + X và b = y 2 + y với điều kiện ^a; b>—~ 

ía + 6 = 8 

Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ: < 

Ị ab — m 

Suy ra a, b là nghiệm của phương trình: X 2 — 8X + m — 0(1) 

Điền kiện để ( 1 ) có nghiệm là A' = 16 — m > 0 m < 16 (I) 

Hệ có nghiệm khi và chỉ khi (1) có nghiệm X > —4. 

Mặt khác, với điều kiện (/), phương trình (1) có nghiệm X = 4 — V^16 — m, X = 4 + \/l 6 — m > — — . 
Vậy m < 16 là giá trị cần tìm. 


20 Giải hệ phương trình: 


ựx + \fỹ - 3 = 3 
\Jx - 3 + y/ỹ = 3 

: http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 5 

Lời giải: 

Viết lại hệ phương trình dưới dạng như sau: 

Jx + y/x-3 + Xỹ+ Vỹ- 7 ^ = 6 [ y/x + \/x — 3 + ựỹ + y/ỹ — 3 = 6 

n _ /_ <=> ^ 3 3 n 

Sc-V^~Vỹ+V^Ĩ = 0 [ v ^ +x ^ 3 “yỹ+ v ^ 3 =0 

Ta đặt a — \fx + \Jx — 3 và b = ựỹ + y/y — 3, dẫn đến hệ: 
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Vậy nên ta có: a — b — 3 
Vậy ta có hệ: 


a + b = 6 
1 1 

-:-T = 0 

a b 


/X + \Jx — 3 = 3 J X = 4 

Vỹ + Vỹ - 3 = 3 1 2/ = 4 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm: (4; 4)D 


21 Giải hệ phương trình: 



= 18 
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Lời giải: 


Điền kiện: 



Dặtị^ỉ + ^ 


— V 




Thế (2) vào (1), ta được: 


Vxỹ 

Hệ phương trình trở thành: 

í 

V? — 3 uv — 9 
u(u + V + 1) = 18 

u 3 — 3 uv — 9 (1) 
uv = 18 — u 2 — u (2) 

u 3 + 3 u 2 + 3u — 63 = 0 
•v»(ư — 3 ){u 2 + 6 u + 21) = 0 
■&U — 3 

11 ., 

Với u — 3, ta được V — 2. Khi đó, — 1 =, —— là hai nghiệm của phương trình: 

Vỹ 

t 2 - 3t + 2 = 0 

t = 1 
t = 2 




Sưy ra: 


! f =1 «< 

X = 1 

1 hoăc < 

f = ĩ «1 

— = 2 

y= õ 

— = 1 1 

l Vỹ 

1 8 

l Vỹ 


x = \ 
y = l 


Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x;y) — ( 1; o 


1 

Ỉ;1 


□ 


- http://boxmath.vn **** 
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22 Giải hệ phương trình: 


X 2 + xy + y 2 Ịx 2 + y 2 


3 V 2 

xự2xỹ + 5x + 3 = 4xy — 5a: — 3 


— X + y 
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Đặt 


u — 


V — 


(x + y) 2 — xy 
3 

(x + y) 2 — 2 xy 


Lời giải: 


, điều kiện: u > 0, V > 0. 


Khi đó phương trình thứ nhất của hệ trở thành: 

(u + v) 2 — 6 u 2 — 2v 2 
u 2 — 2 uv — 3v 2 — 0 
<^>(u — ư)(5 u + 3v) — 0 

•v^ư = V 


Với u — V, ta được 


(x + y) 2 - xy (x + yf - 2 xy 2 _ n ^ __ 

-- = - o- e>{x-y) = 0 ^ y = X 


3 2 

Thế y — X vào phương trình thứ hai của hệ đã cho, ta được: 

xV2x 2 + 5x + 3 = Ax 2 — 5x — 3 

Đặt u — \/2x 2 + 5x + 3, điều kiện u > 0. 

Khi đó ta được hệ phương trình sau: 

V 2 — 2x 2 + 3x + 3 
xu — Ax 2 — 5x — 3 


Suyra: (“ + !/=(!) 

Với u — 2x, ta được y — X — 3. 
Với u — —3x, ta được y — X — 


u — 2x 
u — —3x 

5 - VĨÕ9 
~ũ ' 


T ^ ^ , , „ , _ . . , 5 - yĩÕ9 5 - VĨÕ9 . /0 ^ 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm (x; y) — - ỳ- -;- ỳ- - , (3; 3) □ 


14 


14 


23 Giải hệ phương trình: 


X 2 + xy + y 2 = 3y — 1 
X 3 + x 2 y = X 2 — X + 1 
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Lời giải: 

Nến y — 0 thì hệ phương trình vô nghiệm. 

Xét y Ỷ 0) viết lại hệ phương trình dưới dạng: 

X 2 + 1 + y(x + y — 1) = 2y 
(x 2 + í)y(x + y - 1) = y 2 
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Đặt 


X 2 + 1 = a 
(x + y-l)y = b 


. Hệ đã cho trở thành: 


[ a + b = 2y 

a = y 1 



y ab — y 2 

b = y 1 


X 2 + 1 = y 
(x + y-l)y = y 


& < 


X 2 + 1 = y (1) 
y = 0 (loại) 
y = 2 - X ( 2 ) 


—1 ± \/5 5 =F 

Thay y = 2 — X vào phương trình (1) ta được: x 2 + x — l= ữ^x = --— =>- y — 


Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm: (x; y) — ( - 7 r~~; — TT~ 


2 2 
T — \/5 5 + v^ 


□ 


24 Giải hệ phương trình: 


(x - 2010) (2011 + 2012^-2013) = 1 
ựx - 2010) (y - 4024) = 2012 
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Lời giải: 

u = ựx - 2010 
V = ■ựỹ - 2013 
Hệ phương trình trên tương đương 


Đặt 


■u 3 (2011 + 2012ư) = 1 
u(v 3 - 2011) = 2012 


^ / u 


4 - 2012ư = 2011 (1) 


, 2012 

V 3 - = 2011 (2) 


u 


Trừ vế theo vế của từng phương trình trong hệ, ta được: 


1 V 


u 


- V I ( —7 + - + + 2012 1 = 0ttỉ) = - 


'UT u 




u 


V — —1 

1±V8Õ45 


V — 


Thay V — — vào phương trình (1) ta được: 
u 

V 3 - 2012v - 2011 = 0tt(r + l)(ư 2 - V - 2011) =0tt 
Vậy hệ phương trình có 3 nghiệm: 


(x; y) = (2009; 2012), I 2010 + ; 2013 + ^ 1 ± 


u = —1 


u — 


1 ± v/8045 




25 Giải hệ phương trình: 

1 X + y = 8 

( 1 ) 


) Vx 2 + 9 + vV + 9 = 10 

( 2 ) 
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Lời giải: 
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Cách 1 


Hệ phương trình đã cho tương đương với hệ: 

\J X 2 + 9 — X + \Jý 2 + 9 — y = 2 
X 2 + 9 + X + v^ỉ / 2 + 9 + y — 18 

9 


Đặt: 


u 


— Vx 2 + 9 — X u = 


_ 9 

p=== -vx 2 + 9 + 1 = - 

va ; 2 + 9 + X u 

!— - 9 /— - 9 

V = V y 2 + 9 — y 4» V = -ị= - ■&\'y 2 + 9 + y= - 


Khi đó ta có hệ sau: 

u + v = 2 


y/y 2 + 9 + y 


9,9 „„ ^ 

- - 18 


u + v — 2 
uv — 1 


4 » 


V u V 

Với u — V — 1 suy ra: X = y = 4 
Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (4; 4)D 


u — 2 — V 
V 2 - 2v + 1 = 0 


44> u — V — 1 


Cách 2 


Trước hết ta có bất đẳng thức sau đây: 

V x ĩ + yỉ + V x 2 + yỉ > \/(õĩ + x 2 f + (ỹĩ + 2/2^ 

,, „ , .. X 1 Vi 


Chứng minh: 
Xét vectơ: 

Khi đó: 

Ta có: 


Dấn " = " xảy ra 4+ — = — 
x 2 V2 


—>• 


— >■ 

> 

— >■ -V 


+ 

V 

u + V 







u = (xiỉỉ/i), V = (x 2 ;y 2 ) 
u + v = (x 1 +x 2 -yi + y 2 ) 

o V x ĩ + yỉ + V x 2 + yầ > yji x i + X 2Ỷ + (z/i + y2Ỷ 

Dấu " = " xảy ra 4=> u; V cùng hướng 4=> u = /cư (/c>0)4^ — = — >0=>- Đpcm 

• r 2 !h 

áp dụng bất đẳng thức trên ta được: 

Vx 2 + 3 2 + vV + 3 2 > y/(x + y) 2 + (3 + 3 ) 2 = V 8 2 + 6 2 = 10 

ị- = 1 

Dấu " =" xảy ra ■& < y 4 » X — y — 4 

[a; + y — 8 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (4;4)D 


Cách 3 


Bình phương hai vế (1) ta được: 

(1) 4^> X 2 + y 2 + 2 xy = 64 4^> X 2 + y 2 = 64 — 2 xy 
Tiếp tục bình phương hai vế của phương trình (2) ta được: 

(2) 4* X 2 + y 2 + 2\/(x 2 + 9) (y 2 + 9) + 18 = 100 

4+ X 2 + y 2 + 2a Jx 2 y 2 + 9 (a; 2 + y 2 ) + 81 = 82 


Từ hai điều trên ta có: 


Đặt: t — xy ta được: 


‘l\Jx 2 y 2 + 9 (64 — 2 xy) + 81 = 18 + 2r/x (*) 
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Vt 2 - ĨỖỂ + 657 = 9 + t 




Do đó ta có: 


t > -9 

t 2 - 18 1 + 657 = 81 + 18í + t 2 
<=? t = 16 
-v=> xy = 16 


X + y — 8 a: = 8 — y 

<^>< X = y = 4 

xy — 16 \ y 2 — 8y + 16 = 0 


Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất {x\ỳ) — (4;4)D 


26 Giải hệ phương trình: 


'y 2 + z 2 


, ,y + z , 

X 2 + y 2 ỵ X 2 + y 2 X 2 + y 2 
(x 2 + y 2 ) \J X 2 + y 2 + (y 2 + z 2 ) \Jy 2 + z 2 = A Jy 2 + X 2 + 3a Jy 2 + z 2 
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Lời giải: 


Cách 1 


Í u — \/x 2 + y 2 , 

(u, V > 0) 

V — \J y 2 + z 2 

Do đó hệ đã cho đưa về dạng: 

V 2 V 1 

1 + 

u u u ^ 

u 3 + V 3 = u + 3v 


< 


Ta thấy rằng: 


V 2 + uv + v 2 — 1 
(u + v) (u 2 — uv + V 2 — 1) = 2v 

u 2 + uv + V 2 = 1 
-2ưư (w + v) — 2v 

u 2 + uv + V 2 — 1 

< (I) 

V (u 2 + uv + 1) = 0 


1 \ 3 

w 2 + uv + 1 = ( tí + 1 + + 1 > 0 V'U, V > 0 

'2/4 


Do đó: 


( 1 )^ 


u 2 + uv + V 2 = 1 

u = ±l ị 

^ ị 


[ư = 0 

[ v = 0 ì 


(vì u, V > 0) 


Từ đó suy ra: 

X 2 + y 2 = 1 I X = ±1 

^ < 

y 2 + z 2 = 0 1 7 / = z = 0 

Vậy hệ ph ương trình đã cho có nghiệm (x; y\ z) — (1; 0; 0); (—1; 0; 0)D 


Cách 2 


Dễ thấy X = y = z = 0 không là nghiệm của hệ phương trình 
Chia hai vế phương trình cho ( X 2 + y 2 ) \J X 2 + y 2 và đặt: 
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u — 


y 2 + z 2 
X 2 + y 2 


v = rr.2 ; 72 

x z + y 

Ta có được hệ: 

/ 

1 + u 2 + u — V 
1 + u 3 = V + 3 uv 
Trừ vế theo vế hai phương trình trong hệ mới ta được: 

u 2 + u — u 3 = —3 uv u (ú 2 — u — 1 — 3v) — 0 (*) 

Thế tiếp V = 1 + u 2 + u vào (*) và biến đổi ta được tiếp: 

u (u 2 + 2u + 2) = 0 -v^ u [(tí + l) 2 + 1] =0 


Từ đó ta suy ra: 


y 2 + z 2 
X 2 + y 2 


= 0 


= 1 


_ y 2 + z 2 = 0 \y — z — 0 

& < " ^ < 

X 2 + y 2 = 1 \ X = ±1 


X 2 + y 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y\ z) — (1; 0; 0); (—1; 0; 0)D 


27 Giải hệ phương trình: 


(x + yfy = 9 (1) 

X 3 — y 3 — 7 (2) 
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Lời giải: 


Cách 1 


Ta nhận thấy y = 0 không phải là nghiệm của hệ 
Chia hai vế (1) và ( 2 ) cho y 3 ta được: 

/ r / 

Ị) + 1 

.y 



r 


Đặt: 


Khi đó ta được: 


Từ đó suy ra: 


G-1 7 

y 3 


X 

u — — 

y 

1 

V = -0 

y 3 


(u + 1) = 9v 
u 3 — 1 = 7v 

7 (u + l ) 2 = 9 (u 3 - 1) 9 u 3 - 7V 2 - Uu - 16 = 0 

2 ) ( 9 u 2 + 11 « + 8 ) = 0 

u = 2 =>■ V = 1 




9u 2 + lltt + 8 = 0 (vô nghiệm) 


Với: 
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u = 2 

V — 1 

Vậy hệ đã. cho có nghiệm (x;y) — (2; !)□ 


- = 2 
y 
1 

4 = 1 

ir 




X = 2 

y = 1 


Cách 2 


Ta sẽ giải bằng phương pháp hàm số như sau 

Từ phương trình (1) của hệ ta suy ra y > 0 kết hợp điều này với phương trình (2) của hệ ta suy ra 

X > 0 

Rút X theo phương trình (1) ta được: 

3 

x = —~y 

Vỹ 

Đặt y fỹ — t ; t > 0 thế vào phương trình thứ hai của hệ và thực hiện rút gọn lại ta được phương 
trình: 

(3 - í 3 ) 3 - t 9 - 7t 3 = 0 

Xét hàm số: 

f(t) = (3 - í 3 ) 3 - í 9 - 71 3 với t > 0 

Ta có: 

f\t) = -9 1 2 (3 - í 3 ) 2 - 9 1 8 - 21 1 2 < 0 ; Ví > 0 
Như vậy hàm số f(t ) là hàm số nghịch biến trên (0; Too) 

Có /( 1 ) = 0 nên t — 1 ỉầ nghiệm duy nhất 

Từ t — 1 suy ra y = 1 ; X — 2. Thử lại ta thấy thỏa mãn hệ đã cho 
Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất {x\ỳ) — (2; !)□ 


28 Giải hệ phương trình: 


X 3 (2 + 3 ỳ) — 1 
X (y 3 — 2) = 3 
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Lời giải: 


Cách 1 


Hệ phương trình đã cho tương đương với: 

X 3 (2 + 3 y) — 1 
X 3 (y 3 - 2 ) 3 = 27 
Ta thấy X = 0 không thỏa mãn hệ nên suy ra: 


(y 3 — 2)° = 27 (3y + 2) - ) =3y + 2 


Đặt: t — 


y 3 -2 


Từ đó suy ra: 


ta có hệ phương trình đối xứng loại 2 : 

t 3 = 3y + 2 
y 3 = 3t + 2 

t 3 -y 3 = -3 (t-y)o(t- y) (í 2 + yt + y 2 ) = -3 (t - y) 
o (t-y) (í 2 + yt + y 2 + 3) =0 
t = y 

t 2 + yt + y 2 + 3 = 0 


http: //boxmath.vn/ 


92 





www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 


y = — 1 =>■ X = — 1 

y 3 - 2 = 3y ^ y 3 - 3y -2 = ^ 1 

y = 2 => X = ^ 

1 2 

Với t 2 + yt + y 2 + 3 = 0 (*) ta dễ dàng có được phân tích như sau: 

í + * + + 3 = (< + y + !»> + 3 > 0 e R => (*) Vô nghiệm 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) — (—1; — 1); 2^ □ 


Cách 2 


Dễ thấy X = 0 không thỏa mãn hệ nên ta đưa hệ về dạng: 

2 + 3y = — 
y 3 - 2 = ^ 

X 

Cộng theo vế hai phương trình trong hệ mới ta được: 

' „ 13 ., 

y + 3y = _ (*) 


Bây giờ ta xét hàm số: 
Ta có: 

Vì vậy: 


x u X 


f(t ) = t 3 + 3t (t G M) 

f(t) = 3í 2 + 3 > 0 Ví G M =>• Hàm số đồng biến trên 


1 \ 1 

0) ^ f(y) = f[i:)^y = T:^ x y = 1 

X X 


Thay lại vào phương trình đầu tiên của hệ ban đầu ta được: 

X — — 1 (thỏa X 7 ^ 0) =>• y — — 1 
2x 3 + 3x 2 + 1 = 1 (x + l) 2 (2x — 1) = 0 1 

x — 2 (thỏa X 0) => y = 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) — (—1; — 1); 2^ □ 


29 Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm : 

2 y/xy — y + X + y = 5 
a/5 — X + a/1 — y — m 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Lời giải: 

Từ (1) suy ra: 

[5 — (x + y)] 2 — (2 y/xy — y) 2 (x + y) 2 — 10 (x + ỳ) + 25 = Axy — 4 y 

X 2 + y 2 — 2 xy — lữx — 6y + 25 = 0 

43- X 2 — 2 (y + 5) X + y 2 — Qy + 25 = 0(*) 

Ta xem (*) là phương trình bậc hai ẩn X. Hệ đã cho có nghiệm 

•v» A ' — (y + 5) 2 — y 2 + 6y — 25 = 16 y > 0 y > 0 
Điều kiện của bài toán sẽ là: 

1 < X < 5 
<0<y<l 
X + y < 5 
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Khi đó: 

(1) (ựx - 1 + y/ỹ) 2 = 4 <£> ựx^ĩ + y/ỹ = 2 
Đặt: a — \JX — 1 ; b — y/ỹ với 0 < a < 2 ; 0 < b < 1 ta có hệ: 

ị a + b — 2 

Ị V4 — a 2 + \/l — b 2 — m 

=>• /(a) = \/4 — a 2 + A/—o 2 + 4a — 3 = m (**) với 1 < a < 2 

Lập bảng biến thiên hàm số f(a) trên đoạn [1; 2] ta thấy rằng (**) có nghiệm 1 < m < V3 

Vậy điều kiền của m để hệ có nghiệm là: 1 < m < a/3 □ 


30 Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm : 

y/X + 1 + \fỹ + T = 3 

Xy/y + 1 + yVx + 1 + \/x + 1 + vĩ+ĩ = m 
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Lời giải: 


1 X > -1 

Điều kiện: < 

^>-1 

Ta viết lại hệ phương trình dưới dạng: 
\J X + 1 + \Jy + 1 = 3 


\/ X + 1 + ^/y + 1 — 3 


a/i/ + 1 (& + !) + \/x + 1 (y + 1 ) = m 1 \Jx + 1 \Jy + T (x/a; + 1 + A Jy + l) = 


m 


Đặt: 


Ta có được hệ mới: 


u — \/x + 1 

với 0 < tí, V < 3 

ư = y/y + l 


u + v = 3 1 w + ư = 3 

, , . V ^ 1 .... _ rn 

uv (u + v) — rn Ị uv = — 


Sưy ra U] V là nghiệm phương trình: 

i 2 — 3í + — = 0 m = —3í 2 + 9 1 (*) 

3 

Do đó yêu cầu bài toán tương đương với tìm m để phương trình (*) có nghiệm trên [0; 3] 
Xét hàm số: 

/(í) = -3 1 2 + 9 1 ; t e [0; 3] 

- Ta có: 


f'(t) — —6 1 + 9 = 0 <tt>í = ^ 


27 


- Lập bảng biến thiên ta suy ra (*) có nghiệm trên [0; 3] -vt> 0 < m < 

x ^ 27 

Vậy giá trị m cần tìm là: 0 < m < — □ 


31 


Giải hệ phương trình: 


{ x ẩ + 4x 2 + y 2 — 4y — 2 
x 2 y + 2x 2 + 6y = 23 
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Lời giải: 

Biến đổi hệ phương trình đưa về dạng: 
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{x 2 + 2) 2 + (y - 2) 2 = 10 

(. X 2 + 2) (y - 2) + 4 (x 2 + 2) + 4 (ỉ/ - 2) = 19 


_ tí = X 2 + 2 
Đặt: < 

ự = y-2 

Ta có được: 


(u > 2 ) 


u 2 + ư 2 = 10 




(tí + v) 2 — 2uv — 10 ( 1 ) 

uv + 4 (tí + v) — 19 (2) 


uv + 4 (tí + v) = 19 
Thay (2) vào (1) ta được: 

(tí + VỶ — 2 [19 — 4 (tí + 1 >)] = 10 
o (tí + V) 2 + 8 (tí + ư) — 48 = 0 
tí + V — 4 =^tíư = 3 

u + V — —12 =^tít> = 67 

Xét tới điều kiện: (tí + v) 2 > Auv ta được: 









V — 4 — u 

u 2 — 4tí + 3 = 0 

V — 4 — u 

u — — 1 (loại) hoặc u = 3 (thỏa) 
u — 3 

t> = 1 


Với tí = 3; V = 1 ta được: 


X 2 + 2 = 3 1 x = ±1 

2 / — 2 = 1 |t/ = 3 


Vậy hệ có nghiệm (x; t/) = (1; 3) ; (—1; 3)D 


32 Giải hệ phương trình: 


X 4 — Ax 2 + y 2 — 6y + 9 = 0 
x 2 y + X 2 + 2y — 22 = 0 
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Lời giải: 

Đặt u = X 2 — 2; V = y — 3 hệ phương trình (I) tương đương: 

u 2 + V 2 = 4 
uv + 4 (u + v) = 8 

\ 

Hệ phương trình đối xứng trên có 




u + V = 2 
uv — 0 
u + v — —10 
uv — 48 


ỰI) 

(vô nghiệm) 
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/TTX ẩ X 2 -2 + y -3 = 2 
Hệ II )<* ị _ 

(x 2 — 2)(y — 3) = 0 


X = ±2 

y = 3 

X = ±\/2 

y = 5 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) = (±2; 3), (±\/2; 5)D 


33 Giải hệ phương trình: 


y/x + y+ ýx-y = 8 
ỤX 2, + x 2 y — X |/ 2 — 2/ 3 = 12 
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Lời giải: 


Điều kiện: I + 

Ị X — y > 0 

Viết lại hệ phương trình: 


y/x + y + \Jx-y = 8 


ự) 


■ự(x + y) 2 (x-y) = 12 
Đặt u = \Jx + y,v = ị/x — y, (u,v >0). Hệ phương trình (I) tương đương: 

u + V = 8 
u.v = 12 




u = 2 

V = 6 

u = 6 

V = 2 




X + y = 4 
X — y = 6 4 

a; + y = 36 
a; — y = 16 






X = 650 
y = 646 


£ = 26 
ỉ/= 10 


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm (x;y) = (650; 646), (26; 10).□ 


34 Giải hệ phương trình: 


(x-y) 2 +y = 3 
X 2 + 2 xy — 5 y 2 — 5x + 13 y = 6 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 

Viết lại hệ phương trình: 

f 

X 2 — 2 xy + y 2 + y = 3 


X 2 + 2 xy — 5 y 2 — 5x + 13 y = 6 
Đặt X = a + l;y — b + 2 hệ phương trình (I) tương đương: 


ự) 


— 2 ab + b 2 — 2a + 3Ò = 0 (1) 

+ 2 ab -5b 2 + a-5b = 0 ( 2 ) 


Nhân —3 cho (1) rồi cộng (2) ta được: 
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- 2 a 2 + 8 ab - 8 b 2 + 7{a - 26) = 0 
^ -2(a 2 - Aab + 4Ò 2 ) + 7(a - 26) = 0 
^ (a-26)(-2a + 46 + 7) = 0 




a = 2 b 

—2a + 46 + 7 = 0 




X = 1 

y = 2 

X = 3 

y = 3 


X — 


1 + 2(—2 — \/Ĩ5) 


íí= §(-2 - i/Ĩ5)) 


1 + 2(—2 + \/ Ĩ 5 ) 


X — 


y = ụ~2 + VĩB)) 


1 - 1 - X 

Vậy hệ phương trình đã cho có các nghiệm: 

ư ») = (1; 2), (3; 3); ; 1 ( _ 2 _ VĨ5)) , ( l±j+|±++ 1 (_ 2 + Vũ)) 


□ 


I 35 Giải hệ phương trình: 


X 


2 xy + X + y — 0 


X A — Ax 2 y + 3x 2 + y 2 = 0 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 


Nhận thấy (x, y) — (0, 0) là 1 nghiệm của hệ: 
Xét (x,y) Ỷ (0,0) 

Đặt: y — tx. Hệ phương trình tương đương : 

X 2 — 2 tx 2 + X + tx = 0 


X 


4 — Atx 3 + 3a : 2 + t 2 x 2 — 0 




X + t — 2 tx + 1 = 0 
X 2 + t 2 — Atx + 3 = 0 


Đặt X + t = s, xt = p 


s = 0 




p=ị 

2 4» 

s = 3 

p = 2 


s - 2 P + 1 = 0 
s 2 - 6 P + 3 = 0 

X + t = 0 

1 (vô nghiệm) 
x.t = ^ 

2 

X + t = 3 


X = 2 

y = 2 

X = 1 
ỉ/ = 2 


(vô nghiệm) 


L [ p = 2 L l = 2 LU 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; r/) = (0; 0), (1; 2), (2; 2) □ 

36 Giải hệ phương trình: 

x 3 y( 1 + y) + x 2 y 2 ( 2 + y) + aư / 3 — 30 = 0 
x 2 y + x(l + y + y 2 ) + y — 11 = 0 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 


Lời giải: 


Đặt a — X + y',b — xy (a 2 > 46) 
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Đặt ab — t;a + b — k (k 2 > 41) 


tk — 30 
t + k — 11 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm 



k = 5 

/ r 


t = 6 



=>■ < 

- 


k = 6 


s. 

t = — 5 

k _ 


ab{a + b) = 30 
ab + a + b = 11 


0 = 3 
6 = 2 
X = 5 

y = 1 


X = (1; 2) 

y = (2; 1) 

5 + -\/2Ĩ 5 — V^ĩ' 
~2 ’ 2 

' 5 -V 2 Ĩ 5 + \/ 2 l' 

ỉ/= 1 


X — 


(z; </) = (!; 2); (2; 1); 


1 

+ 5-\/2ĩ\ / 5 - 5 + ^21^ 

2 ’ 2 ) ’ 1 2 ’ 2 ) 


□ 


37 Giải hệ phương trình: 


X + 2y + 2^/40; + y = 1 (1) 

2(x + 3) = y/46 - 22/(3 + 8x + 8 y) (2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn = 

Lời giải: 

Phương trình (2) tương đương với: 

\/46 — 16 y(x + ỳ) — 6y = 6 + 2x 

X > — 3 

4x 2 + 16 y(x + y) + 16 y 2 + 24x + 62 / — 10 = 0 (3) 

X > —3 

4(x + 2 y) + 6(4x + y) — 10 
Đặt: X + 2y = u; y/ĩỉĩr+ỹ — V > 0 cho ta hệ: 






í 4w 2 + 6n 2 = 10 

V = 1 

=> í 


1 u + 2n = 1 

u = —1 1 


3 

x -7 
y = -\ 


/3 5\ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x’,y) = ( JĨ ~y )n 



Lời giải: 

Nhận xét (x, y) = 0 không là nghiệm của hệ. 

Xét x,y Ỷ 0 

Chia hai vế của phương trình (1) cho y 3 và phương trình (2) cho y 2 , ta được 
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Đặt u — y Ỷ 0- Ta có hệ phương trình: 

y 


X 3 + u 3 — 19x 3 u 3 (3) 

X + u = —6 X 2 U 2 (4) 


Thế (3) vô (4) ta được phương trình 


3 , 3 19 . , , s 2 , 2 , 19 „ _ 

X + u" — ——XUÌ.X + u) => X + u + —xu = 0 -vt> 
6 6 


2 x 1 

- Với y — —— thế vô phương trình (2) được X — y — — 2 

3x 3 _ 

3 3 

- Với y = — thế vô phương trình (2) được X = — 7 -; y = 3 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) = —2^ ; -;3 )□ 


y 

y 


3 l 

2x 


39 Giải hệ phương trình: 


^7x + y+ a/ 2x + y — 5 
\J2x + y + X — y — 2 
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Lời giải: 


u = Ự7x + y >0 3ư 2 - 8 u 2 

Đặt: < . Suy ra X — y = --- 

1 V — \J2x + y >0 ^ 

Í u + V — 5 
3-y 2 — 8 u 2 

V + 5 = 2 (*) 

Với u = 5 — V thế vào (*) ta được: 

(*) V 2 — 17v + 42 = 0 

Với V — 3, u — 1 ta dễ dàng tìm được X — —1, y = 11. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) = (—1; 11) □ 


V — 3 =>• u — 2 

V — 14 =>• u — — 9 (loại) 


40 Giải hệ phương trình: 

< 

Ị9y 3 (3x 3 - 1) = -125 

(1) 


Ị^45x 2 y + 75x — 6 y 2 

(2) 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn 3 

Lời giải: 

Dễ thấy y — 0 không là nghiệm của hệ phương trình. 

5 

Xét ỉ/ / 0: chia cả hai vế của (1) cho y 3 , chia hai vế của (2) cho y 2 rôi đặt a = 3x, b — - 

y 

Khi đó hệ phương trình đã cho tương đương với: 
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< 


+ ò 3 = 9 
ab(a + b) = 6 

a — 1 
6 = 2 
a — 2 
6=1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm: (x;ỉ/) = ( 3’ 2^) ’ f 3 ’ 5 I n 




a + 6 = 3 
ab — 2 

1 

X — - 


y =2 
2 

x “ 3 
y = 5 


I 41 Giải hệ phương trình: 


x 3 .(2 + 3 ỳ) — 
x(y 3 — 2) = 6 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ phương trình. 

Đặt X = - => z = —. Hệ phương trình trở thành: 

z X 

2 + 3 y = 8z 3 Ị 2 + 3y = 8 z 3 (*) 

y 3 — 2 = 6z Ị 6z + 2 = y 3 

Trừ theo vế hai phương trình trên và dễ dàng đưa về: 

(2z — y)(4z 2 + 2zy + y 2 + 3) = 0 
Do 4 z 2 + 2zy + y 2 + 3 > 0 nên 2z — y = 0 
Với y = 2z thế vào (*) ta được: 


(*) ^4^ 3 - 3z - 1 = 0 



Vậy hệ đã cho có hai nghiệm là (x; y) = (1; 2), (—2; —!).□ 


42 


Giải hệ phương trình: 


ị X 2 — y 2 = 2 

Ịlog 2 (a; + y) - log 3 (x - y) = 1 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 


Lời giải: 

Điều kiện: X > \y\ 

Ta có: 

X 2 — y 2 — 2 

y»log 2 (a: + y) + log 2 (a: - y) = 1 
y»log 2 (a: + y) + log 2 3.1og 3 (a: - y) = l 
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u — ỉog 2 (x + y) 

Đặt: { Ta được hệ phương trình: 

V = log 3 0 - y) 


(log 2 3 + l)v = 0<^v = 0<^x = y + l 


u — V = 1 
u + log 2 3.ư = 1 
Thế lại vào phương trình đầu của hệ ta được: 

13 

(y+l) 2 -y 2 = 2^y=^x=^ 
Vâỵ hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — □ 


43 Giải hệ phương trình: 


11 

x + y -\ -1— = 5 

X y 

2 , 2 1 1 „ 
X +y + = 9 


X 2 y 2 
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Lời giải: 


Điền kiện: x,y 7 ^ 0. 

Đặt: X + — = a;y + - = b khi đó hệ đã cho tương đương với: 
X y 


a + b = 5 a = 5 — b 

< -=> < 
2 + h 2 = 13 I (5 - b) 2 + b 2 - 13 = 0 


a = 5 — b 
b = 2 44- 

6 = 3 


a — 3 
6 = 2 
a — 2 
6 = 3 


+ Trường hợp 1: 


a — 3 
6 = 2 




X + — = 3 

, ĩ 

y+z = 2 
y 


X 2 — 3x + 1 = 0 
^ ^ < 
y 2 - 2y + 1 = 0 


X — 


X — 


3 +Võ 
2 

3-V5 


+ Trường hợp còn lại ta làm tương tự. 

Vậy hệ phương trình đã cho có 4 nghiệm: 

(x;!/) = itýky + ^ 


;1 , 1 ; 


(y = 1 


3-Võ^ ( 3 + v^' 


□ 


44 Giải hệ phương trình: 


2x-2 = y/y- 1 + 
2y — 2 — y/x -1 + 


y/y- ĩ 

\Jx - 1 
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Lời giải: 

Điền kiện: X, y > 1 
Viết lại hệ phương trình 


2(x-l) = Vỹ zr ĩ + 

2(y - 1) = + 


y/y- ĩ 

\Jx — 1 
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Đặt u — \fx — ĩ; V — ựỹ — 1. Hệ phương trình trở thành: 

Ị 2 u 2 = v + ^ Ị 2U 2 V = v 2 + l ( 1 ) 

1 2v 2 — u + - 1 2ư 2 w = u 2 + 1 (2) 

l u v 

Nhân phương trình (1) cho V và phương trình (2) cho lí rồi trừ vế với vế ta được: 

u 3 — v 3 + u — v = 0^(u — V ) (lí 2 + uv + ư 2 + 1) = 0 u = V 

Từ u — V dễ dàng suy ra X = y và ta có: 

2 (x — 1) = \Jx — 1 -ị— -. 

\Jx — 1 

<tt>2 (x — 1) a/x — 1 = X 
— l ) 3 = X 2 

<t»4x 3 — 13x 2 + 12x — 4 = 0 
<=> (x - 2) (4x 2 - 5x + 2) = 0 
= 2 (4x 2 — 5x + 2 > 0) 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất X — y — 2 □ 


45 


Giải hệ phương trình: 


X 3 (y 2 + 3y + 3) = 3 y 2 
< y 3 (z 2 + 3z + 3) = 3z 2 
z 3 (x 2 + 3x + 3) = 3x 2 
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Lời giải: 

THI: xyz — 0 


X = 0 , (/) 


3y 2 = 0 
3z 3 = 0 




y = 0 

z = 0 


Hệ có nghiệm X = y = z = 0 


y = 0, z = 0 Crntt hệ có nghiệm X — y — z — 0 


TH2: xyz Ỷ 0 


( 









3 

ỹ 

3 

z 


+ 1 
+ 1 



3 

X 


+ 1 


Đặt a — —,b — 

X 



Ỉ 3a 3 = 3b 2 + 36 + 1(1) 
3 ò 3 = 3c 2 + 3c+ 1(2) 
3c 3 = 3a 2 + 3a + 1(3) 


Từ (1), (2), (3) =$■ a, b, c > 0 
Nếu a > b: 

(1) — (2) =>■ 0 < 3 (a 3 — b 3 ) = 3(6 — c)(6 + c + 1) => b > c 

(2) — (3) => 0 < 3(6 3 — c 3 ) = 3(c — a)(c + a + 1) =^c>a=^a>6>c>a (vô lý) 


- http://boxmath.vn **** 
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Suy ra hệ vô nghiệm 
Nếu a < b: 

Cmtt như trường hợp: a > òta suy ra hệ vô nghiệm.Ta suy ra a — 6(4) 

Nếu b > c: 

(2) — (3) =>- 0 < 3(ò 3 — c 3 ) = 3(c — a)(c + a + 1)=>- c>a 

(3) - (1) 0 < 3(c 3 — a 3 ) = 3(a — b)(a + b + 1)=» a > b=> b > c > a > b (vô lý) 

Suy ra hệ vô nghiệm 

Nếu b < c: 

Cmtt như trường hợp: ò > c ta suy ra hệ vô nghiệm Ta suy ra b = c (5) 

Từ (4) và (5) ta suy ra a = b = X — y — z 

Thế vào hệ (I) ta được: x 3 (x 2 + 3x + 3) = 3x 2 <=> X 3 + 3x 2 + 3x = 3 (do 1^0) 
«-(x+lf = 4ttx = -l + v / 4 

Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: (x;y; z) — (—1 + \/4; —1 + \/4; —1 + \/ĩ)n 


46 Giải hệ phương trình: 

í 

.3 I „.2 


X 3 + X 2 (13 — y — z) + X (2 y + 2z — 2 yz — 26) + 5 yz — 7y — 7z + 30 = 0 
X 3 + X 2 (17 — y — z) — X (2 y + 2z — 2yz — 26) + y + z — 3 yz — 2 = 0 
4 < X < 7 


*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn J 


Lời giải: 

Gọi (xo,yo, ^o) là nghiệm tùy ý của hệ thì ta có: 4 < Xo < 7 

^ Ị u = y 0 + z 0 
Đặt: < 

[v = y ữ z 0 

Do (#0,2/0) 2o) ^ nghiệm, nên ta có hệ thức sau: 


x 0 + x 0 (13 — u)+x 0 (2 u — 2v — 26) + 5v — 7u + 30 = 0 
x 0 + x 0 (17 — ù) — x ữ (2 u + 2v — 26) + u — 3v — 2 = 0 


< 4 - 


u ( 2x 0 — xl — 7) + V (5 — 2x 0 ) + Xq + 13o;q — 26a; 0 + 30 = 0 (1) 
u (l — 2xo — &ổ) + V (—2xo — 3) + Xq + 17xq + 26^0 — 2 = 0 (2) 


Lấy (1) — (2) vế theo vế ta có: 


u (4^0 — 8) + 8v — 4xg — 52xo + 32 = 0 
^ V = ^ [u (2 - Xo) + Xg + 13x 0 - 8] (3) 

Thay (3) vào (1) ta có: 


2 u 0 (2x 0 — xị — 7) + (5 - 2x 0 ) [u (2 — Xo) + Xq + 13x 0 - 8] + 2 (xổ + 17^0 + 26x 0 - 2) = 0 
tr' — Uq (5x 0 T 4) T hxị T 29x 0 T 20 = 0 
-Uo (5x 0 + 4) = - (5x 0 + 4) (x 0 + 5) (4) 


Do: 4 < x 0 < 7 =>■ 5x 0 + 4^0 
Vậy từ (4) ta có: Uo = Xo + 5 
Thay vào (3) ta lại có: V(j — 5xo + 1 
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Như thế ta đi đến: 

Vo + z 0 — x 0 + 5 (5) 
y 0 z 0 = 5x0 + 1 (6) 

Theo định lý Viet, từ (5), (6) ta suy ra yo và Zo là các nghiệm của phương trình: 

t 2 — (xo + 5) t + 5xo + 1 = 0 (7) 

A = Xq — 10x 0 + 21 = (xo — 3) (xo — 7) 


Từ 4 < Xo < 7 ta suy ra: 


, Xo < 3 V Xo > 7 
A > 0 o Xo = 7 

4 < Xo < 7 


Vậy với Xo — 7 thì (7) có nghiệm t\ = t-2 = 6 +> yo = Zũ = 6 
Như thế hệ đã cho có nghiệm (xo, yo, Zo) thì chỉ có thể là: Xo = 7 
Thử lại ta thấy (7, 6, 6) thỏa mãn hệ phương trình 
Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là: (x; y\ z) — (7; 6; 6)D 


47 Giải hệ phương trình: 

‘ (x + 2) 2 + (y + 3) 2 = - (y + 3) (x + z - 2) 


< 


X 2 + 5x + 9z — 7y — 15 = —3 yz 

8x 2 + 1 8y 2 + 18 xy + 18 yz — —8Ax — 72 y — 24 z — 176 
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Lời giải: 


Đặt: 


a — X + 2 


b = y + 3 

{ a 2 + ab + b 2 + bz — 46 = 0 (1) 
a 2 + a - 76 + 3ÒZ = 0 (2) 

8a 2 — 2a + 18 (b 2 + ab + bz — 4ò) — 30^ + 94 = 0 (3) 

(1) +> b 2 + ab + bz — Ab = —a 2 
Thay vào (3) ta có: 8a 2 — 2a — 18ơ 2 — 30^ + 94 = 0 

+> 10a 2 + 2 a + 30^ — 94 = 0 
5a 2 + a — 47 


+> z = 


15 


Thay vào (2) ta có: a 2 + a — 7b — b ^ 5a2+ ° 47 j = 0 


/5a 2 + a — 12\ o 

< vv > I - - Ị b — CL “hữ 


b = 


5 (a 2 + o) 


(Vì a = 


_ -Ị±d24Ĩ 


15 


không là nghiệm của phương trình) 


5<7 2 - r/ - 12 ' ' ' " 10 

Nhân 2 vế của phương trình (1) với 3 rồi trừ cho phương trình (2) vế theo vế, ta được: 


2 a 2 — a + 3 ab + 3ò 2 — 56 = 0 (4) 
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Thay b = 


5 (a 2 + a) 

5 a 2 + a - 12 


vào (4) ta được: 


„ 9 15o (ơ 2 + a) „ 

2 “ -“ + 5ẩr^ +3 
,2 


5 (a 2 + a) 
5a 2 + a — 12 


25 (a 2 + a) 

5a 2 + a - 12 


= 0 


4» (2a 2 - a) (5a 2 + a - 12) + [lõa (a 2 + a) - 25 (a 2 + a)] (5a 2 + a - 12) + 75(a 2 + a) = 0 
50a 6 + 70a 5 - 208a 4 - 94a 3 + 182a 2 + 156a = 0 
tr' a (a T 2) (5a 2 — 14a + 3) (5a 2 + lla + 3) = 0 

-11 ± Võĩ 


<S>fl = 0Vfl = -2Va = 


10 


Tương ứng với các giá trị trên ta tìm được 4 nghiệm của hệ đã cho là: 

ir = ( — 9- „Q- ầll (-A-— 4-291 í 31+v 7 ^ . 2Vệj-28 . ( y/jữ-3Ị . 2^+28 . 39+y/6ìA Ị-Ị 

V ^ ử ’ 15/ ’ V 3 ! 15/ ’ ^ 10 * 15 ’ 15 / ’ \ 10 ’ 15 4 15 / 

48 Cho các tham số dương a, b, c. Tìm nghiệm dương của hệ phương trình sau:: 

x + y + z = a + b + c (1) 

4 xyz — a 2 x — b 2 y — C 2 Z — abc (2) 
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Lời giải: 


. 1 a 2 b 2 c 2 abc 

(2) 4» + 3 - + 3 - + = 4 (3) 


Đặt: Xị — -f=; yi — -4=; ;Zi = -§= 

x y/yz 1 ơ y/xz 1 x y/xỹ 


yz xz xy xyz 

( 3 ) ^ x Ị + y Ị + z Ị + xi.yi.Zi = 4 (4) 

Dễ thấy: 0 < Xi, yi, Z\ < 2 nên tồn tại các giá trị u, V thỏa: 0 < u, V < I và X\ = 2 sin U] y 1=2 sin V 

(4) £ 2 + 4zi. sin rí. sin V + 4sin 2 rr + 4sin 2 n — 4 = 0 

A' = (2 sin rí. sinn) 2 — (4sin 2 rí + 4sin 2 n — 4) = 4 (l — sin 2 rí) (l — sin 2 n) = 4cos 2 rt.cos 2 ư > 0 

(4)^ 


z 1 = —2 sin u. sin V — 2 cos u. cos ư < 0 
= —2 sin u. sin V + 2 cos u. cos V > 0 


Do đó: a — 2 y/ỹz. sin u;b — 2ựzx. sin V] c — 2ựxỹ (cos u. cos V — sin u. sin v) 

Thay vào (1) ta có: 

X + y + z = 2 sjỹz. sin u + 2 \fzx. sin V + 2ựxỹ (cos u. cos V — sin u. sin v) 
■o- [ựx cos V — y/ỹ cos rí) 2 + ịy/x sin V + y/ỹ sin u — vỉj — 0 
•v^> y/x cos V — yjỹ cos u — \fx sin V + y/ỹ sin u — \Í2 — 0 

_ _ . bJx a^/ỹ a + b a + b 

Ta tính được: \Jz — \Jx sin V + J ỹsin rí = — — _ + - = — = ——— 

2 \/zx 2 ựỹz 2i ựz 2 


Tương tự, ta cũng có: y — ^ a ;X — + 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x; y; z) = ( —; —í— 1 □ 

\ Zj 
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49 Giải hệ phương trình: 


x 2 (y + z) 2 — (3x 2 + X + 1 )y 2 z 2 
y 2 (z + x) 2 — (4 y 2 + y + 1 )z 2 x 2 
z 2 {x + y) 2 — (5 £ 2 + z + 1 )x 2 y 2 
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Lời giải: 

Trước hết (x\ y\z) — (0; 0; k), (0; k; 0 ).(k; 0; 0) là các nghiệm của phương trình. 

Với (x; y \ z) Ỷ (0; 0; 0), hệ phương trình đã cho tương đương: 


' '1 , 1\ 2 1 ,1 , n 

7 + 7 ) — 77 + 7 + 3 

z y J x z X 

1 , IV 11, 

X zj y 2 y 

1 1 \ 2 1 1 

“ + “) = 77 + 7 + 5 

y\y X J Z z z 

Đặt a — —,b= c — - Khi đó, hệ đã cho trở thành: 

X y z 

(c 6)“ — Oj 2 T cl T 3 
(a + c) 2 = b 2 + b + 4 
(6 + a) 2 = c 2 + c + 5 

V 

Cộng vế theo vế của hệ trên ta được: 

(ữ T b T c) — (ữ T b T c) — 12 = 0 
Với a + b + c — 4, ta được: 


( 

í 13 

(4 — ữ) 2 — Q 2 + a + 3 

a — — 

9 


4 

(4 — ò) 2 = b 2 + b + 4 77 < 

b = - 77 < 

3 

(4 — c) 2 = c 2 + c + 5 

11 


, c “ ~9~ 


a + b + c = 4 
ũ T b T c — —3 


“ĩ ĩ 
2 11 


6 

a — 

5 


Với a + b + c = —3, ta được: 

(—3 — ữ ) 2 — ữ 2 T ữ T 3 
(—3 — ò) 2 = b 2 + 6 + 4 77 ^ 

(—3 — c) 2 = c 2 + c + 5 

Vậy hệ phương trình có các nghiệm là 

{x\ y; z) = ( 0 ; 0; k), (0; fc; 0), (fc; 0; 0), Ặ V - 1 ; ) □ 


5 

rr = —- 

6 

b — —1 77 y — — 1 

4 5 

c = -- 2 : = -- 

5 4 


50 Giải hệ phương trình: 

< 

X 2 + y 2 = 2 

z 2 + 2z(x + y) = 8 



z(y — x) — 4\/3 
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Lời giải: 


Đặt X + y — a,y — X — b. 
Khi đó, hệ tương đương: 


í 2 + b 2 = 4 
z 2 + 2za = 8 { 

zb — 4\/3 


a 2 + ò 2 = 4 (1) 
8 — z2 

( 2 ) 


a — 


b = 


2 z_ 
4v3 


(3) 


Thế (2) và (3) vào phương trình (1), ta được: 

(8 — z 2 ) 2 48 


4z 2 


+ ^ =4 




-vt> (7 — 16) 2 = 0 

z =-4 
z = 4 

Với z — 4, ta được a — —1, b — y/3. Khi đó ta co hệ: 

í .. -l-\/3 

* + * = -! 1 

-x + y = v 3 1 -Ị + v^3 

vKvSTriirv 


X + y = 1 
—X + y = — a/3 


Suy ra ị —' 7 ^—; ——4 Ị là nghiệm của hệ. 

Vậy hệ có 2 nghiệm là (x; y) = ị -—— ; 1 1 4^1 , { - + ^ ; - -4 I □ 



51 Giải hệ phương trình: 

< r- , ^ , r- 1 1 1 

Va; + Vỹ + -7=-—-7= = 3 

Vỹ V- 
111 118 

x + y + ^H-1-I— = —— 

X y z 9 

y 1 1 1 
I + vVỹ + - —7= - —7= - —7= 

L ava yvỹ Z 'J Z 


728 

77 
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Lời giải: 

Với điều kiện xác định của hệ ta đặt: 

/ 1 1 2 . 1 , 
a — \Jx - 7 = => o; H— = a + 2 ; xya: H- 7 = = a + 3a 

'X X X\ X 


• = v7 ^ ^ 7 : => ỉ/ + 7 = 7 + 2 ; y^ỹ + —= ò 3 + 36 

y/ỹ y yVỹ 

r- 1 ,1 1 , 

• c = Jz - -7= =>z+-=c+2; Z\JZ H- —7= = c + 3c 


Z\ z 
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Từ đó ta có hệ phương trình: 


a + b + c = - 
ố 


64 
c* = — 


c 3 = 


27 


áp dụng hằng đẳng thức: 

(a + b + c) 3 = a 3 + b 3 + c 3 + 3 (a + ò) (6 + c) (c + a) 
Thay giá trị vào ta suy ra: 

a — —b 

I 

(a + b) (6 + c) (c + a) = 0 o 


b = —c 
c = — a 


Thay lần lượt vào lại hệ ta được hệ sẽ có các cặp nghiệm: 


(a; 6; c) = Ị^O; 0; ; Ị^;0;0j ; Ị^0;^;0 

Từ đó suy ra: 

(x-,y,z) = ( 1; 1; 9) ; (9; 1; 1) ; (1; 9; 1) 
Thử lại ta thấy thỏa mãn hệ phương trình ban đầu 
Vậy hệ đã cho có nghiệm là: (x; y\ z) = (1; 1; 9), ; (9; 1; 1), ; (1; 9; !)□ 


52 Giải hệ phương trình: 


X 2 (■y + z) 2 — (3x 2 + X + 1) y 2 z 2 


, 2 Z 2 

y 2 (: X + z) 2 — (4 y 2 + y + 1) X 2 Z 2 
z 2 (X + y) 2 — (5 z 2 + z + 1) x 2 y 2 


**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Hệ phương trình luôn có các nghiệm (x; y\ z) có dạng (m; 0; 0) ; (0; n; 0) ; (0; 0; p) với m, n, p là các 
số thực tùy ý 

Trường hợp xyz Ỷ 0) chia hai vế các phương trình cho x 2 y 2 z 2 ta được hệ: 

' 'ĩ , 1\ 2 0 1 , 1 

-t-1 — 3 H-(-7T 


y z 


X X* 


1 , 1V ,11 

z X J y y 

1 lV 1 1 

“ + “) — 5 + ^'+ 72 
X y J z Z z 


Đặt: a — - ị b — - ị c — - ta được hệ: 
X y z 


ũ 2 T ũ T 3 — (b T c) 
b 2 + b + 4 = (c + a) 2 <=> ị 

c 2 + c + 5 = (a + b) 2 


' ' t _ 1\ f u _ _ 1\ 11 

a + b + c +- 6 + c- o- - = — 

111 

a + 6 + c+ -l lc + a — ò—-1 — — 


Đặt: k — a 
Ta có: 
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1 _A_B_C_A+B+C_k -2 
4fc _ ĩĩ _ Ĩ5 _ Ĩ9 _ 45 - 45 

^ Ak 2 - 8k - 45 = 0 




- Với k — ^ ta có: 


k = ị 

3 

2 


9 
5 


< 


13 

a — — 
9 

4 


9 

x “ Ĩ3 
3 


B= - ^ < 6= ^ < ỉ/= 7 


Với k = — ^ ta có: 


6 

c=ẳ 


G = -H 
10 


c = 


3 

11 

~9~ 


z — 


< 


s = -i 

ơ=-ị? 

10 


6 

a= 5 


b = —1 < y = — 1 


11 


5 

x - ~6 


4 

c ~~5 


5 

‘4 


Vậy hệ đã cho có các nghiệm: 

(x; y; z) = (m; 0; 0) ; (0;n;0); (0;0;p); i) ; ( _ g! _1 ’ _ 4 I ’ ( m ’ n ,p e M)D 


53 Giải hệ phương trình: 

< 

\Jx + 3 = y 3 — 6 

v^+2 = - 25 



^z + l = x 3 + l 

< 
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Lời giải: 


Đặt a = \Jx + 3, b — y/y + 2, c = \/T + 1 (a, b, c > 0). 
Hệ phương trình trở thành 


a = {b 2 — 2) 3 — 6 ị a — b = (ò 2 — 2) 3 — b — 6 = f(b) 
b = (c 2 — l) 3 — 25 < b — c = (c 2 — l) 3 — c — 25 = g(c) 

c — (a 2 — 3) 3 + 1 [ c — a — (a 2 — 3) 3 — a + 1 = /r(a) 


Ta có: 


Suy ra: 


í a > 0 

' (ò 2 -2) 3 > 6 > l 3 1 


3 s 

[ò> 0 

k (c 2 -l) >25>2 3 1 


a > 


Vs 


(a 2 -3) 3 + l > 


à - 3 > 


b> V 3 

c > V3 


1 \ 3 0 ) 
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Ta có: 


í / ( 6 ) = 3 (ò 2 - 2) .26 - 1 > 3.1.2^ - 1 > 0 Vò > ^3 

g' (c) = 3(c 2 - 1) 2 .2c - 1 > 3.2 2 .2\/3 - 1 > 0 Vc > 

2 

h' (a) = 3(a 2 -3) 2 .2a- 1 > 3.(^) 3 .2v / 3- 1 > 3.ị.2\/3- 1 > 0 Va(*) 


2 / 2 
Suy ra: f(b),g(c), h(a) là hàm đồng biến và /( 2 ) = g( 2 ) = / 1 ( 2 ) = 0 
Trường hợp 1: a > 2 =>• h(a) > h( 2) = 04c>a>2^ y(c) > ( 7 ( 2 ) = 0 
/( 2 ) = 0=>a>ò>2=^a>ò>c>a. Suy ra trường hợp a > 2 vô lý. 
Trường hợp 2: a < 2. lý luận tương tự ta suy ra điều vô lý. 

Vậy ta có: 

a = 2=^c = a + h(a ) = 2 =4» b = c + y(c) = 2 

Ỉ \/ãr+~3 = 2 í £ = 1 
V7T2 = 2 -v=t < y = 2 
V^TĨ = 2 [z = 3 

Thử lại :a: = l,|/ = 2,z = 3 1à nghiệm của hệ 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm là: (x; y\ z) — (1; 2; 3)D 


ò > c > 2 /( 6 ) > 


3 Sử dụng phương pháp hàm số 


1 1 Giải hệ phương trình: 

(x - y) (x 2 + xy + y 2 -2) =6 ln j 

X 3 — 2x + 1 = y 2 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Lời giải: 

Nhận xét: X + \J X 2 + 9 > Vx 2 + X > |x| + X > 0; y + \Jy 2 + 9 > ựỹ 2 + y > \y\ + y > 0 

Suy ra: > 0 

x + Vx 2 + 9 

(1) <=> X 3 — 2x + 6 ln ịx + Vx 2 + 9 j = y 3 — 2y + 6 ln ộí/ + \/y 2 + 9 j (3) 

Xét hàm số: / (í) = í 3 — 2t + 6 ln (í + a/í 2 + 9) ,í G R 

f (t) = 3í 2 — 2 + 6 - /o 2 2 


Vt 2 + 9 3 V + y 2 + 9 3 


Theo bất đẳng thức Cauchy: 


í 2 + 9 
27 


y»í 2 + 


Ví 2 + 9 Vt 2 + 9 
2 2 _ 

■ - X > 0 

v/yrĩĩ 3 


26 , 9 X 26 , o X 26 

+ ^(í 2 + 9)>1 + ^(í 2 + 9)>1 + ^,9 


29 

y 


Suy ra: f (t) > 0, Ví G R. 

Do đó: / (í) đồng biến trên M. 

(3) &.f(x) = f(y)&x = y 
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Thế vào phương trình (2) ta có: 

X 3 — X 2 — 2x + 1 = 0 (4) 

Xét hàm số: / (x) = X 3 — X 2 — 2x + 1 liên tục trên các đoạn [—2; 0] , [0; 1] , [1; 2] 

/ (—2) ./ (0) < 0 =>• (4) có nghiệm Xị e (—2; 0) 

/ (0)./ (1) < 0 =>■ (4) có nghiệm x 2 e (0; 1) 

/ (1)./ (2) < 0 =>• (4) có nghiệm x 3 e (1; 2) 

Vậy (4) có ít nhất 3 nghiệm trên (—2; 2) 

Phương trình (4) là phương trình bậc 3 có không quá 3 nghiệm trên M, nên phương trình (4) có đúng 
3 nghiệm Xi, x 2 , x 3 e (—2; 2) 

Đặt: X = 2 cos (p, ip e (0; 7r) =>■ sin ip Ỷ 0 


(4) 8 cos 3 (f — 4cos 2 <p — 4 cos (f + 1 = 0 

8 sin Lp.cos 3 (p — 4 sin y.cos 2 y — 4 sin íp. cos <p + sin (p = 0 
sin 4(p = sin ip 




tp — k27ĩ 

ĨT ,2n (ke Z) 

</?=- + 

7 7 


,,., , vr 3vr _ Ò 7 T 

Với: (p e (0; 7 T) =► T = <p = y; V = Y 

Vậy hệ phương trình đã cho có 3 nghiệm là: (x; y; z) — (2 cos (p ; 2 cos 9 ?; 2 cos (p) ,(p — —; 9 ? = 
7 


Õ7T 


37T 


2 Giải hệ phương trình: 


(2x 2 - 3x + 4). (2í / 2 - 3y + 4) = 18 (1) 
X 2 + I / 2 + xy — 7x — 6y + 14 = 0 (2) 
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Lời giải: 

Ta xem (2) là phương trình bậc hai theo x: X 2 + X (y — 7) + y 2 — 6y + 14 = 0 
Phương trình này có nghiệm A = (y — 7 ) 2 — 4 (y 2 — 6 y + 14) > 0 

-3 y 2 + 10y-7>0^1<y<^~ 

ó 

Tương tự, ta xem (2) là phương trình bậc hai theo y: y 2 + y (x — 6 ) + X 2 — 7x + 14 = 0 
Phương trình này có nghiệm A = (x — 6) 2 — 4 {x 2 — 7x + 14) > 0 

o , „_ „ 10 

—3x 2 + 16x — 20>0<^2<x<^~ 


Xét hàm số: / (í) = 2í 2 — 3í + 4, t e M; f' (í) = 4í — 3 


/' (í) = 0 ^ t = 'ị < 1 


Suy ra, trên [ 1 , +oo) hàm số này đồng biến. 

Ta được: f (x) > f (2) = 6; / (y) > / (1) = 3 => / (x) ./ (y) > 18 
Dấu “=" xảy ra -v=> X = 2, y = 1 Thay vào (2), ta thấy không thỏa 
Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệmũ 
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3 Giải hệ phương trình: 

/ 

Ị 2y 3 + 2x\/l — X = 3\/l — X — y 

(1) 

’ 

Ị^y = 2x 2 — 1 + 2xy\J\ + X 

(2) 
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Lời giải: 


Điều kiện: — 1 < X < 1 

Đặt: a — a/Ĩ — X => X = 1 — à 2 . Khi đó 


(1) +> 2y 3 + 2 (l — ữ 2 ) a — 2>a — y 
<4- 2 y 3 + y = 2a 3 + a (3) 


Xét hàm số: / (í) = 2í 3 + í,í Ễ M; f' (í) = 6í 2 + 1 > 0, Ví G M 
Suy ra / (í) đồng biến trên M Nên: 

(3 )<& f(y) = f (á) &y = a&y = y/l - X 


Thay vào (2), ta được: 
Đặt: X — cos t, t G [0; 7r] 


y/l — X — 2x 2 — 1 + 2xVl — X 2 (4) 


(4) +> \/l — cos í = 2cos 2 Í — 1 + 2 cosí\/l — cos 2 í 


2sin 2 ^ = cos 2t + sin 2t 
44- v/2 sin ^ = \/2 sin f 2t + ^ 

2 V 4/ 

sin ^2í + ^ = sin ^ 

, 7T t 

21 -ị —— = — + Ẫ;27T 
4 2 






, 7T í 

2í + -7 = 7T—4 + A:27T 

4 2 

7T . , 4-7Ĩ 
í = --2- + k^- 

]_J, 2 ( k ez > 

f = IU + fc 5 


37T 

Vì í G [0; 7ĩ] =>• t = Khi đó: 


3vr [ 37T /- . 3vr 

X — cos —; y — \ / 1 — cos — = V 2 sin — 

10’ y V 10 20 

/ 3tj- 3 7f\ 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là: (x; y) = Ị cos \Ỉ2 sin Ị □ 

V 10 20 J 

4 Giải hệ phương trình: 

X 11 + xy 10 — y 22 + y 12 (1) 

7y 4 + 13x + 8 = 2 y A ựx (3^2 + 3 y 2 - 1) (2) 
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Lời giải: 
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Dễ thấy với y = 0 thì hệ phương trình vô nghiệm. 

Chia 2 vế phương trình (1) cho y 11 , ta có: 

(«y i+ « =ĩ/ii+ĩ/(3) 

\yj y 

Xét hàm số: / (í) = í 11 + í, í G M; f' ( t) — llt 10 + 1 > 0, Ví G M 
Suy ra / (í) là hàm số đồng biến trên M 

(3) 4» / = f (y) o - = y o X = y 2 ^ X > 0 

\yj y 


Thay vào (2) ta được: 


7x 2 + 13x + 8 = 2x 2 ựx (3x 2 + 3x — 1) 

7 , 13 8 „ 3/ 3 T, iS 

^ - + 777 + Tã — 2 V 3 + “ — ~2 (4) 


Đặt: t = - > 0 

X 

(4) ^71 + 13 1 2 + 8í 3 = 2^3 + 3t - t 2 
^ (2 1 + l) 3 + 2 (2t + 1) = 3 + 3í - t 2 + 2^3 + 3t - í 2 (5) 


Xét hàm số / (a) = a 3 + 2a, a > 0; /' (a) = 3a 2 + 2 > 0, Va > 0 
Sưy ra / (a) là hàm số đồng biến trên (0, + 00 ) 


(5) / (2í + 1) = / (^3 + 3t - í 2 ) 

4» 2í + 1 = \/3 + 3t - t 2 
(2í + l) 3 = 3 + 3í - í 2 
8í 3 + 13í 2 + 3í - 2 = 0 
^ (t + 1) (8í 2 + 5t - 2) = 0 
-5 + 

<=> t — -——— (dot > 0) 

16 

16 4 

•v^> X = 7— 1 —- ^ y = ±— , 

\/89 — 5 VVỖ9-5 


Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: 


{x;y) (v / 89-5 ; 7789^) , (^89-5 ; vVsÕ-õ) 
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Lời giải: 

Điền kiện y > 1 

Do X = 0 không phải là nghiệm của hệ nên 


( 1 ) 4 » (-Ỵ + 2- = x 3 + 2x 
\xJ X 
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Xét hàm f(t) = í 3 + 2í /'(í) = 3í 2 + 2 > 0 =>- f(t) đồng biến trên R. 

/ (*:) = f(x) ^y~ = x^y = x 2 
\x/ X 

Thay y — X 2 vào phương trình (2) ta được: 

(x + 2) Va; 2 + 1 = X 2 + 2x + 1 
<=> (x + 2)(Vx 2 + ĩ — x) — 1 
X + 2 = Vx 2 + 1 + X 
<Ễ=Ỉ> a; 2 + 1 = 4 

X — v/3 

^ /7T 

X — -Vo 


Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm (íc; 2 /) = (—v/3; 3), (\/3; 3)D 


6 


Giải hệ phương trình: 


{ (1 + ị2x-yy ỗ l-2x+y = l + 2 2x -y+ l (1) 

y 3 + Ax + 1 + ln(ỉ/ 2 + 2x) — 0 (2) 
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Lời giải: 

Từ phương trình (1), đặt t — 2x — y ta được 


5 




1 + 2 . 2 * 


Đặt f(t)= 5 ( I 


+ 5( 1 và g(t) — 1 + 2.2* 

5 


Dễ dàng nhận thấy / (í) nghịch biến còn g (t) đồng biến, lại có / (1) = g (1) nên t — 1 là nghiệm 

duy nhất của phương trình. Sưy ra 2x ^ y — 1 y — 2x — 1 

Thay vào (2) ta được: (2x — l) 3 + 4x + 1 + ln (4x 2 — 2x + 1) = 0 (3) 

Đặt h(x) — (2x — l) 3 + 4x + 1 + ln(4x 2 — 2x + 1) 

16x 2 + 2 


Ta có h'(x) — 6(2a; — 1) + 4 + 


8x — 2 


= 6(2x - lỴ + 


> 0 


4x 2 — 2x + 1 4x 2 — 2x + 1 

Sưy ra h(x) đồng biến, lại thấy /(0) = 0. Do đó, X — 0 là nghiệm dưy nhất của (3), dẫn đến y = — 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là (0; — !)□ 


7 


Giải hệ phương trình: 


{ X 3 + 1 = 2(x 2 — X -Ty) 
y 3 + 1 = 2 (y 2 -y + x) 
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Lời giải: 

{ X 3 — 2x 2 + 2x + 1 = 2 y 
y 3 — 2 y 2 + 2y + l = 2x 

Xét f(t) = t 3 — 2t 2 + 2t + 1 

Ta có f'(t) = 3í 2 — 4i + 2 > 0 Ví. Suy ra f(t ) đồng biến trên R 
Hệ đã cho tương đương với hệ: 
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f(x) = 2 y 

f(y ) = 2z 


- Nếu X > y, suy ra f(x) > f(y ) dẫn đến 
nghiệm X > y 

- Nếu X < y, tương tự như trên, cũng loại 
Vậy nếu hệ có nghiệm (x; y) thì X — y 

Thế vào trên được hệ có 3 nghiệm : (1; 1) 


2 y > 2x. Lại suy ra y > X, mâu thuẫn. Vậy hệ không có 
được trường hợp này 

. (l+V5 1 + V5\ fl-y/Z'l-y/S\ 

’ 1 2 ; 2 ) ’ 1 2 ’ 2 J 


8 


Giải hệ phương trình: 


X 3 (2 + 3 y) — 8 
X (y 3 — 2) = 6 
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Lời giải: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm, chia 2 vế cho X Ỷ ta có hệ sau: 



Vế trừ vế ta có được phân tích sau: 



+ 3 



= y 3 + 3 y 


Xét hàm đặc trưng /(í) = t 3 +1 

Với f'(t) = 3í 2 + 1 >0,Ví eR 
2 , 

Dẫn đến — = y, thế vào phương trình (1) ta có: 

X 


y 3 — 3y — 2 = 0 ^ y = — IV y = 2 


Với y = — 1 thì X = —2 
Với y — 2 thì X — 1 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 bộ nghiệm (x;y) — (—2; —1), (1; 2)D 


9 Giải hệ phương trình: 

(17 - 3x)Vò^x + (3 y - U)y/Ã^ỷ = 0 
2ự2x + y + 5 + 3ựĩx ~+2ỹ~+ĩĩ = X 2 + 6x + 13 
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Lời giải: 

' X < 5 

Điều kiện: 

2x + y + 5 > 0 
k 3a; + 2y + 11 > 0 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương: 


(3 (5 - x) + 2) v/5^ = (3 (4 - ỳ) + 2) ựị^y (1) 
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Xét hàm số / (' t ) = (3í 2 + 2) t với Í6l. Khi đó, /(í) là hàm liên tục trên M. 
Ta có 

f' (í) = 9í 2 + 2 > 0, Ví G R 

Do đó /(í) là hàm số đồng biến trên M. Từ phương trình (1), ta được: 

/ (Võ - x) = f Ụị-y^j 

<t^\/5 — X — ựA-y 
•v ^>y = X — 1 


Thay y — X — 1 vào phương trình thứ hai của hệ, ta có: 

X 2 + 6x + 13 = 2V3x + 4 + 3y/òx + 9 (2) 

7 4 

Điền kiện xác định của phương trình (4) là X > — . Khi đó: 

3 

(4) X 2 + X + 2 (x + 2 — y/3x + 4) + 3 (x + 3 — \J§X + 9) = 0 
9 , , 2 (x 2 + x) , 3 (x 2 + x) 

<£> X 2 + X 4- V ' 7 = 4- ẹ- = = 0 

X + 2 + V3Ĩ + 4 X + 3 + \/5x + 9 
9 / 2 3 . 

<í=> (x 2 4- x) 1 4-- —^===1 4-:— Ị = 0 




X + 2 + \j3x + 4 X + 3 + \J 5x + 9 


X 2 + X = 0 
1 + 


+ 


X 


+ 2 + \/3x + 4 X + 3 + \J 5x + 9 


= 0 


• Với X 2 + X = 0, ta được: 


• Với 1 + 


X = 0 

y = -1 


+ 


X = —1 

ỉ/ = -2 

= 0 , do điều kiện X > — I nên vế trái lưôn dương. 


X + 2 + \/3x + 4 X + 3 + a/5x + 9 
Dẫn đến phương trình vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là (x; y) — (0; —1) , (x; ỳ) — (—1; —2) 
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Lời giải: 


( 

’- > 0 







Điền kiên: < 

y 

<=> xy > 0 






1 

y 7^0 







Ta có: 










( 1 )^ 

X 3 

+ X 

+ log 2 \x\ - 

- log 2 \y\ = 

■8y 3 + 2y + l 




X 3 

+ X 

+ log 2 M : 

Su 

CN 

+ 

m 

Su 

00 

II 

+ 1 + log 2 \y\ 



43- 

X 3 

+ X 

+ log 2 M : 

Su 

cư 

+ 

m 

Su 

co 

II 

+ log 2 | 2 ỉ/| (* 

Xét hàm số: 

m = 

t 3 + t + log 2 

1*1 

với 

í 7 ^ 0 
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Ta có: f'(t ) = 


í 3í 2 + 1 + 

Ị 3í 2 + 1 - 


1 


t. In 2 
1 


t ln 2 


Có thể thấy f(t) > 0 với mọi t Ỷ 


nếu t>0 
nếu t<0 

0 nên /(í) là hàm số đồng biến trên (—oo; 0) và (0; +oo) 


Do đó: 


Với X = 2y ta có: 


0) ^ / (M) = / i\2y\) & |x| = \2y\ 


X = 2y 
X — —2 y 


I 

1 y — õ X — 1 

(2) ^ y 2 = ị = 0 2 x 

y = =>x — —1 

L 2 

Với X = —2 y ta có: 

(2) 3 y 2 = — 2- (vô nghiệm) 

Đối chiếu điều kiện hệ phương trình đã cho có các nghiệm (x;y) — ^1; 




□ 


11 Giải hệ phương trình: 

/ 

Ị X 3 — y 3 + 3 ỳ 2 — 3x — 2 = 0 

(1) 

\ 

[x 2 + V1-X 2 - 3^2 y - y 2 = 0 

(2) 
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Lời giải: 


Ta có: 

(2) 4» X 2 + Vl-X 2 = 3\Jl - {y- l) 2 
Do đó điều kiện: |x| < 1; \y — 1| < 1 
Phương trình (1) được viết lại dưới dạng: 

y 3 — 3 y 2 + 2 = X 3 — 3x (y — 1) [(y — l) 2 — 3] — X {x 2 — 3) (3) 
Xét hàm đặc trưng: /(í) — t (í 2 — 3) với |í| < 1. 

Ta có: f'(t ) = 3í 2 — 3 < 0, V |í| < 1. Do đó /(í) là hàm nghịch biến trên đoạn [—1; 1] 
Do đó: 


(3) & f(y - 1) = f(x) & y - 1 = X 

Khi đó (2) trở thành: 

(1 - X 2 ) + 2y/l - X 2 - 1 = 0 (*) 
Đặt: t — a/1 — X 2 (t > 0). Phương trình (*) trở thành: 

t — ự2 — 1 (thỏa) 
t — —\[2 — 1 (loại) 


t 2 + 2t - 1 = 0 4» 


Với t — Vĩ — 1 


suy ra: 


vT 


X Ẩ 


= V2-líti 2 = 2V2-2 


x= V 2\/2 - 2 =* y = 1 + V 2\/2 - 2 
X = —V 2 V 2 . — 2 =>y = l- V 2 V 2 + 2 


Đối chiếu điều kiện suy ra hệ có nghiệm: 

(x;y) = ^ V2.\[2 — 2; 1 + a / 2\[2 — 2^ , - 2; 1 - ^2^2-2)0 


12 


Giải hệ phương trình: 


Vx 2 + 91 = ựỹ=2 + y 2 
Vỳ 1 + 91 = \[x — 2 + X 2 


http: //boxmath.vn/ 


117 




www.toanmath.com - Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ 
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Lời giải: 

Điều kiện: X, y > 2 
Lấy (1) trừ (2) ta được: 

\Jx 2 + 91 + yjx — 2 + X 2 = \Jy 2 + 91 + A Jy — 2 + y 2 

Xét hàm số_ 

/(tí) = Vu 2 + 91 + \/u — 2 + tí 2 , tí e (2; +oo) 

1 

/'(«) = 7 = = + - 7 =—= + 2tt > 0, Ví G (0; +oo) =» Hàm số đồng biến =* /(x) = /(ỉ/) <=> X = y 
Vu 2 + 91 2Vư - 2 ____ 

Thay X — y vào phương trình (1) ta có: \JX 2 + 91 = v^ — 2 + X 2 
Xét hàm số 

g(x) — Vx 2 + 91 — V X — 2 + X 2 , Vx e (2; +oo) 

V(z) = 77 = - 777 =—= - 2a; < 0, Ví G (0; +oo) 

Vx + 91 2yjx - 2 

g(x) có nghiệm duy nhất X = 3. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (3; 3)D 


13 Giải hệ phương trình: 


(x 2 + l)x + (t/ — 4) a/(3 — 2/) = 0 (1) 

22x 2 + 9 y 2 + 18a/(4 - 3x) = 76 (2) 
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Lời giải: 


Biến đổi phương trình (1) thành: 


X 


+ X = (3 - y) a/3 - y + ^3" 


Xét hàm số: / (í) = í 3 +1 f(t) = 3í 2 + 1 > 0 

Hàm số /(í) đồng biến => f (x) = f (\/3 — ỳ) -v^ X = \Z‘Ì — y 

Thay vào phương trình (2) ta được: 

22x 2 + 9(3 - X 2 ) 2 + 18Vĩ - 3:r = 76 4» 9x 4 - 32x 2 + 18Vĩ - 3x + 5 = 0 (*) 

Xét hàm số: f(x) — 9x 4 — 32x 2 + 18Vĩ — 3x + 5 ^0 < X < ^ 

27 

=+■ f(t ) = 4x(9x 2 — 16)- , < 0 =>■ f(x) nghịch biến 

+ 4 — 3x 

Mà f(x) = / (1) = 0 =+■ X = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình (*)=>■ y = 2 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x; y) — (1; 2) □ 


15 Giải hệ phương trình: 


x(x 2 + y 2 )=y\y 2 +1 ) (1) 

V4^T5 + \/y 2 + 8 = 6 (2) 

**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

5 

Điền kiện: X > — T- 
4 

Nhận thấy y = 0 không là nghiệm của phương trình nên chia hai vế phương trình (1) cho y 3 ta được: 


X 


X 


- +-=y +y 

y) y 
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Xét hàm số /(í) — t 3 + t hàm số đồng biến và / ( — ) — f(y) suy ra X = y 2 

\y j 

Thay vào phương trình (2) ta có y/4x + 5 + y/x + 8 = 6 giải ra được X — 1, y 2 — 1 
Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm (x;y) — (1; —1); (1; 1) □ 


16 Giải hệ phương trình: 


x(4x 2 + 1) + (y - 3)V5-2 y = 0 
Ax 2 + y 2 + 2V3 - 4x = 7 
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Lời giải: 

, ị, \ 

Điền kiện: < Ỷ 

\ y ~2 

Nhân hai vế phương trình (1) với 2 ta có: 

(4x 2 + l)2x = (5 - 2y + 1)75-2 y /( 2x) = f (75 - 2 y) 


Xét f(t) — (4 1 2 + l)2í có f'(t) = 3t 2 + 1 > 0 =>■ /(í) đồng biến trên R 

f( 2x ) = f(V 5 ~ 2 y) ^ 2x = 7 5 - 2 V ^y= — ~Y~ 


( 5 — 4x 2 \ 2 

Thay vào phương trình (2) ta được: g(x) — 4x 2 + í Y — J + 2 V ?C 

/ 1 \ 1 

Ta có g\x) ngịch biến, mà 9 [ 2 Ị — 0 ^ X — ^ lầ nghiệm duy nhất. 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) — 2^ □ 


+ 2^3 — 4x — 7 trên ( 0, -Ị 


17 


Giải hệ phương trình: 

Ị 8x 2 + 18 y 2 + 36 xy — 1 0x-ự6xy — ìĩyyựõxỹ — 0 
ị2x 2 + 3y 2 = 30 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Lời giải: 

Điều kiện: xy > 0. 

Nến X = 0 suy ra y = 0 không thoả mãn phương trình (2) của hệ. 
Nến y — 0 cũng tương tự, vậy xy > 0. 

Phương trình (1) của hệ tương đương với 


8x 2 + 18 y 2 + 36 xy — IOíca /6xy — 1 ũyy/dxy = 0 = 2 

2 ^ — 1 — 3 1 ?/ 1 _ 1 

Đặt t = — , t > 2. Xét hàm số f(t ) = t + -Ị,t > 2, ta thấy f'(t ) = ——— > 0,í > 2 suy ra 

y\)xy t t z 

Dấu “=“ xảy ra khi t — 2 hay khi 2x = 3y. 

Thay vào phương trình (2) suy ra nghiệm: x — 3, y — 2. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (3; 2). □ 
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18 Giải hệ phương trình: 


X 


3 x = y 3 - 3 y ( 1 ) 
( 2 ) 


x° + ỳ° = 1 
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Lời giải: 

Từ phương trình (2) dễ dàng suy ra: X, y G [—1; 1] 

Xét hàm số f(t ) = X 3 — 3t trên [-1;1] 

Ta có f(t ) = 3(í 2 — 1) < 0 với mọi X e [—1; 1] 

Do đó f(x) nghịch biến trên [—1; 1]. 

Từ phương trình (1) ta có f(x) = f(y) X = y Khi đó: 


( 2)^ 6 = ^ 


x = y = 


x = y = - 


Jl /1 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm ỉầ X = y = y - hoặc X = y = —17 - □ 

19 Tìm a để hệ bất phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

\Jx + 1 + y/ỹ < a 
Vỹ~+Ĩ + \fx < a 
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Lời giải: 

+ Điều kiện Cần: 

Ta có nếu (x 0 ;|/o) là 1 nghiệm của hệ bất phương trình thì (y 0 ]x 0 ) cũng là một nghiệm của hệ bất 
phương trình. 

Để hệ có nghiệm duy nhất thì ta có Xo — y Q . 

Khi đó hệ bất phương trình được viết lại là: 

X = y 

\Jx + 1 + A /x < a (*) 

Hệ bất phương trình đã cho có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi bất phương trình (*) có nghiệm duy 
nhất. 

Xét hàm số f(x) — \Jx + 1 + \fx \/x > 0. 

f(x) — ' 7 = >0 \/x > 0 

J K J 2 a /^TĨ 

Do đó hàm số f(x) đồng biến trên [0; +oo) 

=>• f(x) > /(0) = 1 Vx > 0 

Suy ra bất phương trình (*) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi a — 1. 

+ Điền kiện đủ: 

Với a — 1 ta có hệ bất phương trình: 

Vx~+Ĩ + y/ỹ <1 


\Jy + 1 + \[x < 1 


ự) 


Điền kiện: 


X > 0 

y> 0 
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Với điêu kiện trên ta có: < 

Ị^ v /ỹTT+ a/Ĩ > 1 
Từ (I) và (II) ta có: X = y = 0. 

Vậy (1 — 1 là giá trị cần tìm □ 


ỰI) 


20 Giải hệ phương trình: 


( 1 1 1 /- 

—7= H —— H— -ị=- — 3 a^/3 

X y/ỹ y/z 


< 


£ + y + 7 = 1 


( 1 ) 

( 2 ) 


xy + 1/7 + = --- + 2au/z (3) 

z 1 
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Lời giải: 

Điều kiện: a:>0,|/>0,2:>0 

„ 1 
Từ phương trình X + y + z = 1 ta thấy trong các số X, y, z phải có ít nhất một số không lớn hơn 2-. 

3 

Không mất tính tổng quát ta giả sử z < 7-. Do đó z G Ị 0; 7- 

o y ổ 

Đặt s = xy + yz + zx — 2 xyz = xy (1 — 2 z) + z (x + y) = xy (1 — 2z) + 7 (1 — z) 


Do xy < 


X + y 


l-z 


nên 


s < 


(1 — 2z) + 7(1 — z) — — (— 2z 3 + £ 2 + 1 ) 


Xét hàm số / (z) — Ị (—2z 3 + z 2 + 1). 

Ta có f' (z) — - (—6z 2 + 2z) — -z (—3z + 1) > 0, \/z G ( 0; - 

z \ 0 

Suyra/(s)</(i) =^,Vse (o; ị. 

7 1 

Do đó: s < -7-. Dấu " xảy ra khi và chỉ khi: X — y, z = 7-. 

27 y ’ 3 

Thay vào (2) ta được: X — y — z — 

Thử lại ta thấy (x;y;z) — ) thỏa mãn hệ phương trình. 

\0 Ỏ Ỏ J 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất ( x;y;z) = □ 

0 Ổ J 


211 Giải hệ phương trình: 

' X 3 -2y 3 -2 (x 2 - 3 y 2 ) + 3 (x - 2y) - 1 = 0 
y 3 -2z 3 -2 (y 2 - 3 z 2 ) + 3 (y - 2z) - 1 = 0 
7 3 -2x 3 -2 (z 2 - 3x 2 ) + 3 (z - 2x) - 1 = 0 
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Lời giải: 


X 3 — 2x 2 + 3x — 1 = 2 y 3 — 6 y 2 + 6 y 
(/) ^ { y 3 -2y 2 + 3y-l = 2z 3 - 6z 2 + 6z 
3 — 2 z 2 + 3z — 1 = 2x 3 — 6x 2 + 6x 
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Đặt: / (í) = t 3 — 21 2 + st — 1; g (í) = 2í 3 — 6í 2 + 6í Ta có: 

/' (í) = 3í 2 - 4í + 3 > 0, Ví e M; g' (í) = 6t 2 - m + 6 = 6(í - l) 2 > 0, Ví e M 
Do đó f (t) ,g (t) đồng biến trên M 

í f(x) = g (y) (1) 

Ự) ** 1 ỉ (y) = 9 (z) (2) (//) 

1 / (z) = 9 (x) (3) 

Giả sử (x, y, z) thỏa mãn hệ phương trình đã cho. Không mất tính tổng quát, giả sử X > y 
Từ (1) và (2) suy ra: 

g(y) > g{z) => y > z 

Từ (2) và (3) suy ra: 

9 {z) > g (x) =+ z > X 

Do đó: X — y — z 


{ X — y — z 

X 3 — Ax 2 + 3x + 1 = 0 (4) 

Đặt t — X — 1 

(4) &(t + l) 3 - 4(í + l) 2 + 3 (t + 1) + 1 = 0 
í 3 - t 2 - 2t + 1 = 0 (5) 

Đặt h (í) = í 3 — í 2 — 2t + 1, ta có h (í) hên tục trên M 

Vì h (-2) = -7 < 0; h (0) = 1 > 0; h (1) = -1 < 0; h (2) = 1 > 0 

Nên phương trình: h (t) = 0 có 3 nghiệm phân biệt nằm trong khoảng (—2, 2) 

Đặt t — 2 cos If, (p G (0,7r). Khi đó sin V? Ỷ 0 


(5) +> 8cos 3 + — 4cos 2 + — 4 cos (p + 1 = 0 

4 cos 9 ? (2cos 2 + — l) — 4 (l — sin 2 </?) + 1 = 0 
+> 4 cos (p cos 2(f + 4sin 2 LỌ — 3 = 0 
-v^> 4 cos (p cos 2 (f sin tp = 3 sin y? — 4sin 3 </9 
<í=> sin 4 (f = sin 3+ 




4ọ3 = 3+ + /c27ĩ _ 

(fceZ) 

4^3 = 7T — 3+ + Ẵ;27r 


99 = k 2 n 

o TT k 2 n ( ke z ) 

y = ^ Ị J r — 


Với if> e (0,7r) ta thu được: + G y 1 ; 

Do đó: í = 2 cos</ 9, </? e 

(x;y; 2 ) = (2cos</? + 1; 2cosif + 1; 2cơs</? + 1), (f = 

Vậy hệ phương trình có nghiệm: 7 7 7 □ 
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22 


Giải hệ phương trình: 


\J X 2 — 2x + 61og 3 (6 — y) = X 
< vV - 2y + 61og 3 (6 - z) = y 
\/ z 2 — 2z + 61og 3 (6 — x) = z 
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Lời giải: 

Xét đại diện phương trình (1): \JX 2 — 2x + 61og 3 (6 — y) = X ^ / 0 ( 73(6 — y) = 


X 


Có f'(x) = 


6 — X 


\Jx 2 — 2x + 6 


= 


> 0 do 6 — X > 0 là đk tồn tại pt 


\Jx 2 — 2x + 6' 

_ _ _ í %a(6 - x) < / 0 ( 73(6 - 2 ) «=>• f(z) < f(y) < f(x) 

Giá sứ x > y > z =>■ < 

\f(x) > f(y) > f(z ) 

Cm tương tự với X < y < z (Vô lý). 


(Vô lý). 


Vậy, X = y = z 

Thế vào ta có: / 0(736 — X = f(x) 

Có: f(x) đồng biến, g(x) — /07736 — X nghịch biến nên f(x) — g(x) có nghiệm duy nhất. 
Nhận thấy x — 3 là nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y\ z) — (3; 3; 3)D 


4 Sử dụng phương pháp đánh giá 


1 Giải hệ phương trình: 


X ỳ — 2x + y = 0 


( 1 ) 


2x 3 + 3x 2 + 67 / - 12a; + 13 = 0 (2) 
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Lời giải: 


(1) 2x — x 2 y 2 +y 2 >0 => X >0 


(1) ỳ 2 [x 2 + 1 ) = 2x y 2 = 


2x 


X 2 + 1 


<!=>-! <y <1 


Ta có: 


(2) 2x 3 + 3x 2 — 12x + 7 + 6y + 6 = 0 (x — l) 2 (2x + 7) + 6 (y + 1) = 0 

(x — l) 2 (2x + 7) > 0 (do X > 0) / 

\ . => (x - l) 2 (2x + 7) + 6 (y + 1) > 0 

6(y + l)>0(-l<y<l) 


{x - l) 2 (2x + 7) = 0 I X = 1 

' y = -1 


Dấn “=” xảy ra khi và chỉ khi 

y +1 — 0 

Thử lại ta thấy X — 1, y — — 1 là nghiệm của hệ 
Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: (x]y) = (1; —!)□ 


2 j Giải hệ phương trình: 

1 1 _ 2 
Vl + 2.X 2 ựĩ + 2 y 2 - VI + 2 xy 
\/x{l - 2x) + vV(ĩ - 2y) = ‘ị 
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Lời giải: 
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ị 0 < X < \ 

Điều kiện: < 

< 2/ < I 

Ta chứng minh bất đẳng thức: 

112 ^ 
Vl + 2p + ^1 + 2 y 2 - ựl + 2 xy 

Thật vậy, theo bất đẳng thức Bunhiacopxki, ta có: 


VĩTP + v / ĩw) - 2 {l + 2x‘ 2 + l + 2yi) 


( 1 ) 


Dấn “=” xảy ra <+ \/l + 2x 2 — \Jl + 2 y 2 <+ X = y (do X, y > 0) 

Ta lại có: 

11 2 2(y-xf (2 xy - 1) 

1 + 2x 2 + l + 2y 2 ~~ 1 + 2 xy - (1 + 2x 2 ) (1 + 2y 2 ) (1 + 2 xy) - 
1,1.2 
1 + 2x 2 1 + 2y 2 1 + 2xy y J 

Dấu “=" xảy ra khi và chỉ khi X — y 

Từ (1) và (2) ta có bất đẳng thức (*). Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi X — y 
Ta có hệ phương trình: 


X = y 

r — -—— -—— 2 ^ 

\Jx (1 - 2x) + \/x(l - 2x) = ^ 

y 


x = y = 

x = y = 


9 - V73 

36 _ 
9 +V73 

36 


, , „ , ls , . í 9- V73 9 - V73\ í 9 + V73 9 + v / 73^ 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm là: [x\y) — 1 - - - • --- 1 1 — : — -• — : — 1 


36 


36 


36 


36 




□ 


3 Giải hệ phương trình: 


ẩx 3 + 3 xy 2 — 7 y (1) 
y 3 + 6 x 2 y — 7 (2) 
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Lời giải: 

Dễ thấy X = y = 0 không là nghiệm của hệ phương trình 

(2) <+ y (y 2 + Qx 2 ) = 7>0=>y>0 
(1) <+ X (Ạx 2 + 3 y 2 ) =7y>0=>x>0 


Lấy phương trình (1) trừ phương trình (2), ta có: 


ix 3 + 3 xy 2 — y 3 — Qx 2 y = 7 (y — 1) 

&(x-y) (4x 2 - 2 xy + y 2 ) = 7 (y - 1) (3) 

Từ phương trình (3) ta suy ra X — y và 2 / — 1 cùng dấu 

- Nếu 0 < y < 1 => y — 1 < 0 => xíĩ-r y < 0 => 0 < X < y < 1 => y 3 + 6 x 2 y < 7 (mâu thuẫn với (2)) 

- Nếu y > 1 =$■ y — 1 > 0 + I- y>0=>x>y>l=>y 3 + 6 x 2 y > 7 (mâu thuẫn với (2)) 
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Nên y — 1 thay vào (2) ta suy ra X = 1 

Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: (x;y) — (1; !)□ 


4 Giải hệ phương trình: 


X 3 + 3 xy 2 = X 2 + y 2 + 2 ( 1 ) 

X 4 + y 4 + 6 x 2 7/ 2 = 8 ( 2 ) 
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Từ phương trình (2) ta có 


Nến y — 0 thì hệ trở thành 


Lời giải: 


(x 2 + 3 y 2 ) = x 2 + y 2 + 2=>x>0 


X 4 = 8 
X 3 = x 2 +2 


(vô nghiệm) Từ đó suy ra: y Ỷ 0 


Viết lại hệ phương trình dưới dạng 

ị (x 2 + y 2 ) 2 + (2xy) 2 = 8 ( 3 ) 


[ X 2 + y 2 + 2 = X {x 2 + y 2 ) +y (2 xy) (4) 

Từ (4) ta có: 

(x 2 + y 2 + 2) 2 = [x {x 2 + y 2 ) + y (2 xy)} 2 < (x 2 + 2 / 2 ) (x 2 + y 2 ) 2 + (2xy) 2 = 8 (x 2 + y 2 ) (*) (do (3)) 

4^> {x 2 + y 2 ) 2 + 4 (x 2 + y 2 ) + 4 < 8 {x 2 + y 2 ) 

44- (x 2 + y 2 ) 2 — 4 (x 2 + 2 / 2 ) + 4 < 0 
4 » ( x 2 + ?/ 2 - 2) 2 < 0 
4^> X 2 + y 2 — 2 = 0 
4^> X 2 + y 2 = 2 

Dấu “ = ” trong (*) xảy ra khi: — — = —^ -&- = 2x<^x 2 = l<^x = l( do x>0) 

X y X 


Thế vào hệ ta có: 


í l + y 4 + 6y 2 = 8 


l + 3y 2 = l + y 2 + 2^\y 2 = l 


y X 

Ị y 4 + 6y 2 - 7 = 0 


ỉ / 2 = 1 V I / 2 = -7 

4 » y = 1 4 » 

y 2 = 1 


Vậy hệ phương trình có 1 nghiệm là: (x;y) — (1; 1), (1; —!)□ 


y = l 
y = -l 


5 Giải hệ phương trình: 


'l + ~ỰT^x i = X (l + 2sJ\ - y 2 ) (1) 


1 1 

=-+ -== 


1 + X \/l + y ựĩd-~Ụxy 
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Lời giải: 


Điều kiện: |x| < 1, \y\ < l,xy > 0 

Từ (1) suy ra 0 < x < 1. Do đó: 0 < y < 1 

Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki, ta có: 


11 
'l + x y/1 + y 


11 
1 + X 1 + y 
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Ta chứng minh : 

11^2 

—— + —— < ——— (4) 

1 + x 1 + y 1 + -ựõcỹ 

Thật vậy: 

(4) <+ 2 + X + y + 2y/xỹ + ựxỹ (x + y) <2 + 2 (x + y) + 2 xy 
•+> (1 - ựxy) {x + y)~ 2y/xỹ (1 - ựxỹ) > 0 
^ (1 - y/xỹ) (ựx- y/ỹ) 2 > 0 (Vx, y G [0,1]) 

Từ (3) và (4), suy ra: 

1 -J- 1 < 2 

\/l + x y/1 + y - y/ĩ + ~ỰWy 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: X = y 
Thay X = y vào (2) ta được: 


\]l + Vl - ỉ = X (l + 2 Vl - £ 2 ) (5) 


°'i 


Đặt X — sin í, t G 

(5) <+ y/l + cos t = sin t (1 + 2 cos t ) 


/- t . t t 
<+ V2 cos - = 2 sin - cos - 
2 2 2 

. o • t . . 3 Í \/2 
<+ 3 sin - — 4sin - = 

2 2 2 

. 3í . 7T 
<+ sin — = sin — 

2 4 


1 + 2 1 — 2sin 2 -2 


1 / 

r 7T1 

( do t e 

0; - 

J V 

L 2 J 




7r M7T 

t= 6 + ;r 

7Ĩ kấTĨ 

t= 2 + 1T 


(fc G Z) 


Với í G 


' 7T1 

0; — , ta được: 


7T 

Í = Ẽ 

7T 

1 = 2 




Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm: (x;y) — ( 2’ 2 ' ’ 


1 

x - 2 
X = 1 

1 1' 


cos ^ > 0 


6 Giải hệ phương trình: 

1 

\ X 3 + y 2 = 2 

(1) 


ÍC 2 + xy + y 2 — y = 0 

(2) 
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Lời giải: 


(2) <+ X 2 + yx + y 2 — y = 0 
A = y 2 - 4 (y 2 - y) = -3 y 2 + 4 y 
Phương trình có nghiệm X <+ A > 0 <+ —3 y 2 + 4t/>0<+>0<7/<| 

(2) <+ y 2 + (x — 1) y + X 2 = 0 
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A = (x — l) 2 — 4x 2 — —3x 2 — 2x + 1 

Phương trình có nghiệm y <í=> A > 0 43- —3x 2 — 2a; + 1 > 0 -v=> — 1 < £ < 3 Ta có: 
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Lời giải: 


Điều kiện: ì / 1. Xét phương trình bậc hai: 21 2 + yt — 1 = 0 (3) 

(1) <í=> 2x 2 + yx — 1 = 0 


cho thấy t — X là, một nghiệm của phương trình (3) 


. . ^ 9x : —3x 

(2) 2.—— —4 + V-yrr ~~Tí 

4(1 — x) 2(1 — x) 


1 = 0 


cho thấy t — - là một nghiệm của phương trình (3) 

2(1 — x) 

_ 3 ( 2 / 

Dễ thấy phương trình (3) có 2 nghiệm phân biệt mà X Ỷ ——“— - 3 , nên áp dụng định lý Viet, ta có: 


2(1 — x) 
-1-V3 


—3x 1 a: = — 2 —^y = 2 

X.— - -17 = -- . nr 

21 -xf 2 -1 + a /3 

X =-——— => y = 2 

L 2 y 

Vậy hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm là: (x; y) — ( -’ í -2~~’ ^ 


8 Giải hệ phương trình: 


2(x + y) 2 + 4 xy — 3 = 0 

(x + y) 4 — 2x 2 — 4 xy + 2 ý 2 + x — 3y+l — 0 
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Lời giải: 


Biến đổi hệ phương trình thành 


2(x + yf + Axy — 3 = 0 (1) 

{x + yý - 2(x + yf + (x + ỳ) + (2 y - l) 2 = 0 (2) 


Ta có: {x + y) 2 > 4 xy 


2(x + y) 3 + (x + y) 2 — 3 > 2(x + y) 2 + 4 xy — 3 = 0 ( do (1)) 
2(x + y) 3 + (x + y) 2 — 3 > 0 
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Đặt: t — X + y Ta có: 


2í 3 + t 2 - 3 > 0 
^2(í-l) (t 2 + t+ ị'] >0 


í > 1 do í 2 + í + ^ > 0 


Khi đó: (2) í 4 — 2í 2 + t + (2 y — l) 2 = 0 
Xét hàm số: / (í) = í 4 — 2t 2 + t, Ví > 1 


/' (í) = 4t 3 - 4í + 1 > 0, Ví > 1 


Vậy / (í) đồng biến trên [1; +oo) , suy ra: 


Ví>l=>/(í) >/(!) = 0 


Do đó: 


(4)^ 


/(í)=0 x + l / = l 1 

(2y — l) 2 — 0 Ịj, = i 2 


Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: {x\ỳ) — ( 2 ’ 2 / ^ 


9 Giải hệ phương trình: 

Ị 2\px^Ầ — y/ỹ^ĩ = 2 

ì a: + \JỸ2x + y 2 — 19 
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Điền kiện: X > 4; y > 1 
Từ phương trình thứ nhất, ta có: 


Lời giải: 


2\ỉx - 4 - 4 = 


„ 2(s-8) y- 5 

v^4 + 2 vV^Ĩ + 2 


»Xét X > 8 => y > 5. Khí đó : 


VT = X + \/l2x + y 2 > 8 + V / Ĩ2Ĩ = 19 = VP 


»Xét X < 8 y < 5. Khí đó : 


VT = X + J\2x + y 2 < 8 + \/Ĩ2Ĩ =19 = VP 


Do đó X — 8; y — 5. Thử lại thỏa mãn hệ 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x;y) — (8;5)n 
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Lời giải: 

Điều kiện X > —2, y > 0 Ta thấy y = 0 không là nghiệm của hệ. Với y > 0, ta được 


y/x + 2 >1 _ 3(7 — >/33) _ , 

<Ễ=> X > — --2--- > 1 

1 < 1 _l_ 1 2 

X 6 ~ vTx 


Do đó, điều kiện để hệ có nghiệm là X > —— ^ — , y > 0 (I) 
Với điều kiện (I), ta được + Nếu y < X — 1 thì 


Từ (1), ta được 


3(7 — >/33) 


2 X > 2 

^x~+2 < 1 + \Jx — 1 


Từ (2), ta được 


_3(7-V33) o í *~ĩ .tt 

X > - TT-— _ 3(7- V33) 

9 

ỉ > 1 + _ị_ 1 

X 6 x+1 


< X < 2 


Do đó, trong trường hợp này hệ vô nghiệm. 
+Nếu y > X — 1 > 0 thì 


Từ (1), ta được 


3(7 — >/33) 


/x + 2 > 1 + v/^ — 1 


3(7 - a/33) 

—- ỳ- -- < X < 2 


Từ (2), ta được 


3(7 — v/33) 


X > 2 


ỉ < 1 + 1 

:r 6 x-\-l 


Do đó, trong trường hợp này hệ vô nghiệm. + Do đó, ta có y — X — 1. Khi đó, hệ trở thành 


\Jx + 2 - \Jx — 1 = 1 

1_j_ _ 1 

:r #+l 6 


y»x = 2^|/ = l 


Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x\y) = (2; !)□ 


11 Giải hệ phương trình: 

{y 2 + (Ạx — l) 2 = ựĩx (Sx + 1) 
ì 4Cte 2 + X = yy/lẩx — 1 
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Lời giải: 


Điều kiện: X > 

14 
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Đặt: t — 4:X ( t > ỹ ). Hệ phương trình trở thành 


y' 


+ (t — 1) — Ụt (2 1 + 1) (1) 


5 2 t 

V 2 + - — y\ -t — 1 

2 4 y V 2 


( 2 ) 


Từ (2) ta có: y > 0 

áp dụng bất đẳng thức Canchy, ta có 


ựt (2 1 + ĩ) = yiĩ 


2í+ 1 


2t + 


2í + 1 


+ 1 


1 < 


1 

t+ 2 


Do đó, từ (1) suy ra: 

Cũng theo bất đẳng thức Cauchy, ta có 


2 - - 1 o - .0 „ . 1 


?/ 2 + ( í _ 1 ) 2 < í + ^ ỉ / 2<_ t 2 + 3 t __ (3) 


7 


r + 7-i 


Do đó, từ (2) suy ra: 


/7. * ' 9 

y\lị-i<—ị 


7 


Từ (3) và (4) suy ra: 


5- . t y +õ t ~ 1 .. .,2 2 

+ Ị < -I-^ 5í 2 - 3í + 1 < I/ 2 (4) 


5í 2 - 3í + 1 < -í 2 + 3í - =- 


(2 1 - l) 2 < 0 

1 

< ^ t - 2 
1 

X — - 


Thay X — ^ vào hệ phương trình ta có: 


„ .Vậ 

y=± 2 

, , _ ỵẩ 
y= o 


Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất: (x;y) = ị □ 

8 2 


7+7 1 1 

r 2 3 í 

r 4 

v_3 

73 H 

2 4 

l y= 2 1 


<*y = 


73 

2 


7 


12 Giải hệ bất phương trình: 


X 6 + y 8 + 2 10 < 1 
3,2007 _|_ y 2009 _|_ -,2011 > 3 
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Từ (1) ta có: —l<x,y,z<l 
Từ (1) và (2) ta có: 

x 2007 + y 2 00 9 + z 2 0 ll> x6 + y 8 + z 10 

^X 6 (1 - X 2001 ) +y 8 (l- y 2001 ) + z 10 (1 - £ 2001 ) < 0 (3) 

Từ — l<x,y,z<l ta thấy: 


X 6 (1 - X 2001 ) ,y s ( 1 - y 2001 ) , z 10 (1 - z 20m ) > 0 


Do đó: 


(3) X 6 (1 - X 2001 ) = y 8 (1 - y 2001 ) = z 10 (l - z 2001 ) = 0 X, y, z = 1 V X, y, z = 0 
Kết hợp với (1) hệ bất phương trình có các nghiệm là: (x; y\ z) — (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 1; 0), (0; 0; !)□ 


13 Giải hệ phương trình: 


x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 
2x 3 + 3x 2 + 6 y — I2x + 13 = 0 

*** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 

Lời giải: 


Ta có: (1) <í=t y 2 = 


2x 


X 2 + 1 


Suy ra X > 0 


2x 

X 2 + 1 


< 1, dẫn đến —l<y<l (*) 


Do X > 0, áp dụng bất đẳng thức AM — GM , suy ra y 2 — 

Mặt khác 

, 0 , _ _ —2x 3 - 3x 2 + 12x -13 (~2x - 7)(x - l) 2 , 

(2 )**y= — --= ---- - 1 ( 3 ) 

Do X > 0 nên từ (3) suy ra y < — 1 (**) 

Từ (*) và (**) suy ra y = -1 
Thay y — —1, suy ra X = 1 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (!;—!)□ 


14 Giải hệ phương trình: 


ựỹ — 2 + y 2 — \Jx 2 + 91 
\/x — 2 + X 2 = a/i/ 2 + 91 
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Lời giải: 

Điền kiện : x,y >2 

Do vài trò X, y như nhau, nên giả sử X > y, vậy nên: 


\/x 2 + 91 > \Jy 2 + 91 =>\Jy — 2 + y 2 > \Jx — 2 + X 2 

<=> \Jy — 2 — \Jx — 2 + (y — x) (y + x) >0 
y-x 


\Jy — X + \Jx — 2 
y > X 


+ (y — x) (y + x) >0 
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Vậy nên X — y dẫn đến ta có phân tích sau: 


Vx — 2 + X 2 — 404 ”+ 91 

■ị^Vx — 2 — 1 + X 2 — 9 = Vx 2 + 91 — 10 

~ x - 3 + u + _ Sì _ (s + 3)(ĩ-3) 

Ví^2 + 1 ' V^Ĩ^TÕĨ+IO 

«•(*- 3 ) (== 4 - r +1 - , 44 4 =0 

V \/^-2 + i 44 + 91 + 10 / 


- Với X = 3 =>■ y = 3 

- văi 7=4- - +1 - , 44 , =0. 

44^2 + 1 44 + 91 + 10 

Do 0 < - 1 < 1 nên (x + 3) ( 1 —— - l) = (x + 3) f ~ 9 7 = + 9 -^ < 0 

y/x^-2 + 1 V 44+ 91+ 10 7 44 + 91 + 10 J 

Dẫn đến - -- = (x + 3) ( . = — 1 1 vô nghiệm. 

4^2 + 1 V Va; 2 -V 91 ) 

Vậy hệ phương trình đã chó có nghiệm (3; 3)n 


15 Giải hệ phương trình: 

Ị V3x + 4% — 6 

Ị 430; + 16 + 43 y + 16 = 10 
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Lời giải: 

Từ phhương trình 2 ta có: 

43 * + 16 + 43 y + 16 = v /( 43 Ĩ ) 2 + 4 2 + 4(4 %) 2 + 4 2 > \Ị(y/^x + 4%) 2 + (4 + 4) 2 = 10 

Dấu bằng xảy ra khi X = y = 3 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x;y) — (3; 3)D 


16 Giải hệ phương trình: 


x 2 y 2 — 2x + y 2 = 0 (1) 

24 + 34 + 6 y — 12x + 13 = 0 (2) 
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Lời giải: 


Từ (1) ta có: 


Mặt khác ta có: 


Do đó: 


Từ (2) ta lại có: 


y = 44^-° 


2a; < X 2 + 1 Va; G M 
(x — l) 2 > 0 \/x G M (luôn đúng) 


r, 2x X 2 + 1 , „ . 

y = 44 - 5 + 1 = 1 =*■ - 1 ^ 9 ^ 1 (*) 


24 + 34 — 12a; + 13 24 + 34 - 12a; + 7 1 (x - l) 2 (2x + 7) „ 

y — ----- =-----1 = --1 

6 6 6 

Vì X > 0 suy ra: y < — 1 (**) 

Từ (*) và (**) ta có: 

y = —1 => X = 1 
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Thử lại ta thấy X — 1; y = — 1 thỏa mãn hệ 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x; y) — (1; —!)□ 
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Lời giải: 

Từ phương trình (2) ta có: 

(2) 2 (x - 3) 2 = -y 3 - 27 => y 3 < -27 => y < -3 

Xem (1) là phương trình bậc 2 ẩn X phương trình có nghiệm 

A' > 0 27 2 - 9y 4 > 0 4» y 4 < 81 4» -3 < y < 3 

Từ đó ta suy ra: y = — 3 thế vào (2) ta được: 

X 2 — 6;r + 9 = 0<+>a; = 3 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x;y) — (—3; 3)D 


18 Tìm nghiệm dương của hệ phương trình: 

3x 4 ịj 2z 


27 + 1 y + 1 z + 1 

8 9 x 3 y 4 z 2 — 1 


= 1 
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Lời giải: 


Từ phương trình đầu tiên của hệ ta có được: 

1 2x Ị Ay 2z 

- 7—7 = 7—7 3 -;—— -ị - ;—— 

X + 1 X + 1 y + 1 7 + 1 

1 3x ?yy 2z 

—— = —— + + —— 
y + 1 X + 1 y + 1 7 + 1 

1 3x Ay z 

7 + 1 X +1 y +1 7 + 1 

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM cho 8 số dương lần lượt ta có: 


X + 1 
1 

y + 1 
1 


> 8 , 


> 8ị 


> 8ị 


x 2 y 4 z 2 


(* + 1) 2 (y +1) 4 (z + 1 ) 2 


x 3 y 3 z 2 


{x+lỴ(y + l) á (z + lý 


x°y z 


Sưy ra: 


7 + 1 - -y (x + l) J (r/+l) 4 (7 + l) 

1 1 


(x + l) 3 (r/ + l) 4 (7 + l) 2 =- 


> 8V 


x 24 y 32 z 2ữ 


(x + l) 24 (y + 1) 32 (7 + 1) 20 


Hay là ta được: 

8 9 x 3 y 4 z 2 < 1 

X X y z \ 1 

Dấu " = " xảy ra <+ ——— = — —— = — ——- — -z^x — y = z — 
x+1 y + 1 7 + 1 9 8 

/11 1\ 

Vậy hệ đã cho có nghiệm dương dưy nhất lầ (x;y; z) — ( g ; g’ g ) ^ 
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19 Giải hệ phương trình: 


X y _ 2ựxỹ 

y + 1 X + 1 ựxỹ + 1 

5,3 
— 7 T — 7 — 4 

_ — 1 VI/ - 1 _ 
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Lời giải: 

Điền kiện: x,y > 1 => xy > 1 
Ta chứng minh: 

1 1 2 
——— + —— > —= - 
X + 1 y + 1 yTỹ + 1 

& (x + 1) (■ựxỹ + 1) + {y + 1) {ựxỹ + 1) > 2 (x + 1) (y + 1) 

•v^> (x + ỳ) a/ xỹ + 2y/xỹ > X + y + 2 xy 
o(x + y) (y/xỹ - 1) + 2y/xỹ (1 - y/xỹ) > 0 

(y/xỹ- 1) {Vx- y/ỹ] 2 > 0 

Luôn đúng \/xy > 1 
Ta có: 


X 


y _ 2y/xỹ 

-7 -7 — — — ~r 

y + 1 X + 1 yjxỹ + 1 


X . „ . y 

^ —— + 1 + 


y + 1 

(x + y + 1) 


X + 1 


2\/xỹ 

+ 1 = _ +2 


+ 


x/rỹ + 1 

1 \ _ 2 (2^+1) 


X + 1 y + 1 


Mặt khác: 


v7ỹ+ 1 


X + y + 1 > 2^/xt/ + 1 

1 ^ 1 > 2 
X + 1 y + 1 — + 1 

(x + y + 1) f —Ị-r + 


2 {2Jxỹ + l) 

> v v -7 Vxt/ > 1 


k X + 1 y + 1 / \fxỹ J r 1 
Dấu bằng xảy ra khi X = y thế vào phương trình thứ hai ta được X — y — 5 là nghiệm của hệ. □ 


20 Giải hệ phương trình: 


X 2 + y 2 IX 2 + xy + y' 2 


2 V 3 
X\j2xy + 5x + 3 = 4x7/ — 5x — 3 


= X + y 
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Lời giải: 

Ta có: X 2 + xy + y 2 = ^(x + yf + ị (x 2 + y 2 ) > ị(x + yf + ^(x + yf = ^(x + 7/) 2 

/x 2 + y 2 /x 2 + xy + y 2 1 1, 7 —(rư H- 2 /) 

=* V 2^ + V-3 ~ - Y4^ + ^) +\ — 3 = 7 + 7/1 >x + 7/ 

Dấn " = " xảy ra khi: X = y > 0 
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Thay y = X vào phương trình thứ hai ta được: 

x\j2x 2 + hx + 3 = 4x 2 — 5x — 3 


<^>2x 2 + 5x + 3 + xV2x 2 + 5x + 3 — 6x 2 — 0 

\/2x 2 + 5x + 3 = —3x (vô nghiệm) 
\j2x 2 + 3x + 3 = 2x 




2x 2 + 5x + 3 = 0 


x — ~ 2 
X — 3 


Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm (x]y) — (3; 3).n 


22 Giải hệ phương trình: 


y/3 + 2 x 2 y - xỹ + x 4 (l- 2x 2 ) = y A (1) 
1 + \Jl + (x — yj 2 — X 3 (x 3 — X + 2 y 2 ) (2) 

•n - ht.t.n' / /hnvmath vn - Vit.t.n-/ /hnYtnath vn - Vrht.r»‘/ /hnYma.t.li vn - Vit.t. 
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Lời giải: 

Viết lại hệ phương trình: 

\J~4 - (x 2 y — ĩỹ = 2x 6 — X 4 + y ấ 

1 + \jl J r{x — y) 2 = X 3 (x 3 — X + 2 y 2 ) 

Lấy phương trình (2) trừ (1) ta được: 

a/4 — (x 2 y — l) 2 — 1 — a/1 + (x — y) 2 — {x 3 — y 2 ) 2 > 0 
=> a/4 - (x 2 y - l) 2 > 1 + y/l + (x- y) 2 (3) 

Ta có \J4 - (x 2 y - l) 2 < 2 < 1 + y/ĩ+ (x — y) 2 . Do đó đẳng thức ở (3) xảy ra -O’ X = y — 1 
Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất (x; y) = (1; 1) □ 

23 Giải hệ phương trình: 


{x-l )y/ỹ+{y-l)y/x = ựĩxỹ 
X\J2y — 2 + yy/ 2x — 2 — \J~2xy 
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Lời giải: 

Điền kiện: x,y > 1 

Phương trình thứ hai tương đương với: 


y/x-1 ỵ/ỹ_ - 1 = 1 


X 


y 


Ta thấy rằng —— - —, ——-- < / nên đẳng thức xảy ra X = y = 2. 

X y 2 

Thay vào phương trình thứ nhất ta thấy thoả mãn. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: (x’,y) = (2; 2) □ 


24 Giải hệ phương trình: 


X 2 + 2x — 2 — \J—y 2 — 4y — 2 
6x — y — 11 + a/10 — 4x — 2x 2 — 0 


: http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 
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a/4(10 — Ax — 2x 2 ) 4 + 10 — 4x — 2x 2 


Từ phương trình thứ hai, áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
y — 6x + 11 = VlO -4x- 2x 2 — 

4 4 

Thu gọn ta có: 

2x 2 — 20x + ẩy + 30 < 0 = 4 - X 2 — lữx + 2y + 15 < 0 ( 1 ) 

Tiếp tục như vậy cho phương trình thứ hai ta có: 

ĩ*+2x-2 = yxỹ - Ty - 2 = TEEtẸ zl zTl - 1 


Thu gọn ta có: 


2x 2 + 4x + y 2 + Ay — 3 < 0 (2) 


Lấy (1) cộng (2) vế theo vế ta có: 

3x 2 — 6x + y 2 + 6y + 12 < 0 3(x — l) 2 + (y + 3) 2 < 0 


Nghiệm của bất phương trình trên là: 

Ịx-1=0 

\y+3=0 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; ỳ) — 




X — 1 

y = - 3 


(i;-3) □ 


25 


Tìm a để hệ sau có nghiệm duy nhất: 

í Vx 2 + 2007 + \y + 1 
1 |x| ^y 2 + 2 y + 2007 


=a 

=V2007 -x 2 -a 
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Lời giải: 

+ Điều kiện cần: 

Cộng vế với vế hai phương trình ta được: 

\JX 2 + 2007 + |y + 1| + \x\.y/y 2 + 2y + 2007 = V2007 - X 2 

Nhận xét: 

VT > v / 2ÕÕ7 
VP < v / 2ÕÕ7 


Suy ra: X = 0 và y = — 1 

Thay ngược lại vào hai phương trình ban đầu, suy ra a — \/2007 
+ Điều kiện đủ: 

Với a — a/ 2007. Thế vào hệ, để ý: X 2 > 0; \y + 1| > 0 suy ra: 

V2007 = ựx 2 + 2007+ \y + 1| >= y/2ÕÕ7 
Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi X — 0; y — — 1. 

Vậy a — V2007 là giá trị cần tìm. □ 
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Lời giải: 
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Điều kiện: X, y > 0. 

Từ phương trình (1) ta suy ra: 

3 + y/xỹ = x + y> 2ựxỹ => y/xỹ < 3 (*) 

Tiếp tục từ phương trình (2) và bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: 

4 = y/x + 1 + \Jỹ + 1 < \/l + lựx + y + 2 

=> X + y > 6 <^> yjxỹ = X + y — 3 > 3 (**) 


Từ (*) và (**) suy ra: 

{ X + y = 6 

o X — y — 3 

xy — 9 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = y = 3 □ 


27 Giải hệ phương trình: 


X + 7/ + z — 1 
X 4 + y 4 + z 4 = xyz 


' http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn ; 


Lời giải: 

áp dụng liên tiếp 2 lần bất đẳng thức quen thuộc: a 2 + b 2 + c 2 > ab + bc + ca với mọi a, b, c 
Ta sẽ được: 

X 4 + y 4 + z 4 > x 2 y 2 + y 2 z 2 + Z 2 X 2 > xy 2 z + xyz 2 + x 2 yz — xyz(x + y + z) — xyz 


Dấu " = " xảy ta khi X — y — z. 

Kết hợp với X + y + z = lta suy ra nghiệm của hệ phương trình đã cho là: X — y — z — ^ 

3 


□ 


28 Giải hệ phương trình: 

Ọ2003 0 ọ2002 

X + y + xy = z + 2 z 

(1) 

< 

x 4 + y 4 = 2z 22004 

(2) 


(x + y) zl = (z + 2004) x ~ y 

< 

(3) 
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Lời giải: 


Từ phương trình (2) ta có: 


2z 22004 = X 4 + y 4 > 2x 2 y 2 => xy < z 22003 (*) 


Ta lại có: 

{x + yý < 2 (x 2 + y 2 ) 

=>(x + y) 4 < 4(x 2 + y 2 ) 2 < 4.2 (x 4 + y 4 ) — 16 z 22004 
=>x + y < 2z 22002 (**) 

Từ (*) và (**) cho ta: 

^ ọ2003 . ^ Ọ2002 

x + y + xy<z + 2 z 

Dấu " xảy ra khi và chỉ khi: X = y = z 22002 
Hệ phương trình tương đương với 


Ọ2002 

X = y = z 

(2xỴ~ 1 = (z + 200A) x ~ y 


X = y = z = 1 

X — y — z = ± 
y 2 


1 

220 72 
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'11 1 

Vậy hệ phương trình có 3 nghiệm: (x; y, z) = (1; 1; 1), Ị ị-, ị, ± -ỹxũỤị 


□ 



Lời giải: 

X (x + ỳ) + y (y + z) = 0 (1) 

ự) ^ { x(x + l) + y(2z + l) = 0(2) (/) 

4(x + yf + 4 (y + z) 2 = (x + l) 2 + (2z + l) 2 (3) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy chọn: TÌ — (x, y ); V = (x + y, y + z ); w — (x + 1, 2z + 1) 

Khi đó: 

{ lf.lt = 0 Ị lf.lt = 0 (4) 

lf .ũt = 0 -v=> < lf .lf = 0 (5) 

4|V| 2 H^ÍV) (|ĩf| = 2|V|(6) 

Ta xét 2 trường hợp sau: 

THI: Nếu lf = 0 ^ x — y — 0 (và lúc đó (4), (5) cũng được thỏa mãn) Thay x — y — 0 vào (6), 
tức là thay vào (3) và ta có: 

4z + 2 = 0<^>z = -^ 

Do đó hệ có nghiệm: (0; 0; — I) 

TH2: Nến u 7 ^ 0 .Từ (6) ta suy ra w, V hoặc là cùng Ỷ 0 , hoặc là chúng cùng là vectơ không, 
a) Nến lè — ~ử — 

X + 1 = 0 ( 

2z + l = 0 
X + y = 0 
y + z — 0 


^ < 


X — — 1 


z= 2 


yz = x = —y 


Trường hợp này vô nghiệm 

b) Nến w, V cùng Ỷ 0 • Khi đó do (4), (5) suy ra w, V là 2 vectơ cùng phương (vì chúng cùng 
vuông góc với u). Kết hợp với (6) suy ra: vì — 2~ử V Hằ = —2~ử 
Nếu ĩè — 2~ử 




X + l = 2x + 2y \ x 0 

” ^ { 1 
2z + 1 = 2y + 2z y y — - 


Thay X = 0, y = ị vào (1), ta có: z = — ị 
Trường hợp này hệ có nghiệm: (0; —4) 

Nếu vì — —2~ử 


X + 1 = —2x — 2 y I y — 

2z + 1 = —2 y — 2 z 


-l-3x 


3x 


z — 
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Thay vào (1), ta có: 

8x 2 = 2(1 + 3x) 2 = 7x + 21x 2 
5x 2 + 5x + 2 = 0 


Trường hợp này vô nghiệm 

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm là: (x;y; z ) = (0; 0; — I) , (0; 4; — 4)n 



Lời giải: 


( 1 ) 


1 ,1 ,1Y „ 

X y z) 

1 , 1 , 1\ 2 2 1 
— I-1 — ì — -õ 


X 


z 


xy 


Z z 


y 

1 1 1 2 2 2 2 1 
•v=> —7 H—õ H—õ H-1-1-—-õ 


X 2 y 2 z 2 xy yz zx xy z 2 






' 1 2 1 

7 ^ + 77 + 77 

. x z xz Z z 


+ 


12 1, 

71 + 77 + 77 ) — 0 

y z yz Z z 


'1 1 

—I— 

, X z 


+ 


11', 

7+-) =0 

y 




X 

1 

ỹ 


ị ox = y = 


Thế vào hệ ta có nghiệm: X = ị,y = ị, z = —ị 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm là: (x;y; z) — (4; 1; — !)□ 



31 

Giải hệ phương trình: 




2009X + 2010 y — {x — y ) 2 


< 

2010?/ + 20112 = (y-z ) 2 



2011^ + 2009x = (z-x ) 2 

< 
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Lời giải: 


Đặt: a — 2009 > 0 

í ax + (a + l)y = (x— yf (1) 

(/) ^ < (a + l)y + (a + 2)z = (y- zf (2) (/) 

[ (a + 2) z + az = (z — x) 2 (3) 

la có: ax — -———~2 ———— = [x — y) {x — z) 

Tương tự: (a + 1) y = (y — x) (y — z) ] (a + 2) z = (z — x) (z — y) 

Từ đây suy ra: ax. (a + 1) y. (a + 2) z — — [(x — y) (y — z) (z — x)Ỷ < 0 

Từ (/) ta thấy tổng của từng cặp ax, (a + 1) y, (a + 2) z đều không âm, ta sẽ chứng minh cả ba giá 
trị này đền không âm. 
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Thật vậy, giả sử ax < 0 -v^ X < 0 Từ (1) và (3), suy ra: 

(a + 1) y > 0; (a + 2) z > 0 -v^ y, z > 0 

hay X — y < 0] X — z < 0 => ax = (x — y) (x — z) > 0 ( mâu thuẫn) 

Do đó: ax > 0 

Tương tự, ta cũng có: (a + 1) y > 0; (a + 2) z > 0 

Nhưng tích của ba số này lại không âm nên ta phải có: ax = (a + 1) y = (a + 2) z = 0 -v^ X = y = 
z = 0 

Thử lại thấy thỏa 

Vậy hệ phương trình đã cho có 1 nghiệm: (x; y; z) — (0; 0; ())□ 


32 Giải hệ phương trình: 


3\/3xị — cos (7TX 2) 
3\/3x 2 — cos (7TX 3) 
3\/3x 3 — cos (ĩTX 4) 
3\/3x4 — cos (ttxì) 
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Lời giải: 

Giả sử Xị — max (xi; x 2 ;x 3 ] Xị). 

Vậy nên dẫn đến có điều kiện sau: 0 < Xi]x 2 ;x 3 ;xị < ^ 

Do y — cosx nghịch biến trên ^0; — j nên từ các phương trình trong hệ ta được kết quả sau: 

x 2 — min (xi; x 2 ;x 3 ; Xị) 
x 3 — max (aq; x 2 ;x 3 ; Xị) 

Xị — min (xi; x 2 ;x 3 ; Xị) 

Thế nên hệ phương trình đã cho trở thành hệ: 

Í 3\/3xi = cos (tĩx 2 ) 

3\/3x 2 — cos (ĩTXị) 

Ta suy ra được phân tích: 

3V3 ( Xl - x 2 ) = 2 sin ĩiĩlpủ. sin 

Hay cũng là: 

3^ (xi - X 2 ) 7T (xi -X 2 ) lĩ (xi - x 2 ) 

-„- < sin-V- < -V- 1 

2 2 2 y 

Mà do giả thiết X\ > x 2 và 3^ > lĩ nên (1) xảy ra khi Xị — x 2 hay ?i\Í3iĩ — cos (lĩXi) 

Vậy nên ta có được phân tích sau: 3^^ — cos (7ra:i) = 0 (2) vế trái của (2) là một hàm đồng 

biến nên phương trình (2) có nhiều nhất một nghiệm 

Dễ thấy X\ — ^ là nghiệm của phương trình (2) 

6 

^ 1 

Tóm lại là hệ phương trình đã cho có nghiệm X\ = x 2 = x 3 = X 4 + -□ 

6 
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**** http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn - http://boxmath.vn **** 

Lời giải: 

Ta có: 

( 

X + y + z = 3 
11, 

\“ + “ + ^ = 3 (I) 

X y z 
x,y,z > 0 

11 

Nhân theo vế 2 phương trình trong hệ ta được: (x + y + z)(— + - + \) — 9(*) 

X y z 

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức C-S ta CÓ:VT(*) > (1 + 1 + l) 2 = 9 = V\P(*) 

Dấu " = " xảy ra khi x=y=z=l 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (1;!;!).□ 


34 


Giải hệ phương trình: 


X 3 + 3x 2 + 2x — 5 — y 
< y 3 + 3 y 2 + 2y — 5 = z 
z 3 + 3z 2 + 2z — 5 — X 
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Lời giải: 

Cộng theo vế 3 phương trình đã cho ta được: 

X 3 + y 3 + z 3 + 3(x 2 + y 2 + z 2 ) + X + y + z — 15(*) 

Dễ thấy x=y=z=l là một nghiệm. 

Viết lại hệ đã cho dưới dạng: 

(x- 1 )[(x + 2) 2 + 2] =y-l 

< (y — 1) [(y + 2) 2 + 2] = z — 1 
(z-l)[{z + 2) 2 + 2] = x-l 

+Nếư x>l^zy>l=>z>l 

Khi đó: VT(*)>15=VP suy ra hệ phương trình vô nghiệm. 

+Nếư x<l^>y<l=>z<l 

Khi đó VT(*)<15=VP nên hệ phương trình cũng vô nghiệm. 

Vậy X — y — z — llà nghiệm duy nhất của hệ phương trình đã cho.n 

Cách 2: 

Viết lại hệ phương trình : 

/ 

(x — l)(x 2 + 4x + 6) — y — 1 

< (z/-l)(z/ 2 + % + 6) =z-l 
(z — l)(z 2 + Tz + 6) = X — 1 

Trường hợp 1: Nến x=l=>y=l=^z = l. Sưy ra (1; 1; 1) là một nghiệm. 
Trường hợp 2: Nến Khi đó, nhân vế theo vế ta được: 


(x 2 + 4x + 6)(y 2 + 4 y + 6 ){z 2 + ẩz + 6) = 1 

. Điều này không thể xảy ra. Nên hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất {x;y, z) = (1; 1; !)□ 
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35 Cho hệ phương trình: 


X 2 + xy + y 2 = a 2 
y 2 + yz + z 2 — b 2 
z 2 + zx + X 2 = c 2 

V 

Với x; y\ z là nghiệm, a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: X + y + z < \/ab + bc + ca 
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Lời giải: 

+Nến x+y+z < 0 ta có điền phải chứng minh. 

+Nến X + y + z > 0. Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 

(x + y + z) 2 < 22 ự(x 2 + xy + y 2 ) (y 2 + yz + z 2 ) 

Trong đó: 

22 y/(x 2 + xy + y 2 ) Ịỹ 2 + yz + z 2 ) — \J(x 2 + xy + y 2 ) {y 2 + yz + z 2 )+ 

+ V(y 2 + y z + z2 ) (^ 2 + zx + X 2 ) + A / (z 2 + zx + X 2 ) (x 2 + xy + -ỹ 2 ) 

Mặt khác áp dụng bất đẳng thức quen thuộc: 

y/rnĩ + n\ + \Jm\ + n\ > (mi + m 2 ) 2 + (ni + n 2 ) 2 

Ta có: 

x/tr 2 + x y + ỉ/ 2 ) (T 2 A xz A z 2 ) = 22 \Ị (r + f) 2 + (yyỉ/) ( x + i) 2 + (^ 2: ) 

> E[(s + !)(* + §) + H = Ek 2 + y* + ? + ?] 

= (a; + y + £) 2 

Từ đó suy ra điều phải chứng minhũ 


36 Cho hệ phương trình: 


X + 6ựxỹ — y = 6 


X + 6- 


x đ + y 3 


a/2(x 2 + I/ 2 ) = 3 


X 2 + xy + 2/ 2 

Với X ; y\ z là nghiệm, a, 6, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: £ + y + z < \/ab + bc + ca 
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Lời giải: 


Từ giả thiết ta suy ra xy cùng dấu. Hơn nữa từ phương trình thứ (2) ta thấy nến x,y < 0 thì 
phương trình này vô nghiệm nên suy ra hệ có nghiệm khi X, y > 0 Theo bất đẳng thức AM — GM 
ta có : ựxỹ < —^— =>- 6 = X + Q^/xỹ — y < X + 3(x + y) — y = 4x + 2y =>• 2x + y > 3 
Ta sẽ chứng minh: 

X + ~~ ^ ~^ v ) - a/2 (x 2 + y 2 ) >2x + y>3 
x z + xy + y z 

« i - Aw+ y 2 )+x + y (*) 

X 2 + xy + ỳ 1 

Ta có: X + y < \j2[x 2 + y 2 ). Để chứng minh (*) ta sẽ chứng minh bất đẳng thức mạnh hơn là: 


6 (x 3 + y 3 ) 
X 2 + xy + 2/ 2 


> 2a/2(o: 2 + y 2 ) (1) 
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T ịj~ 

Mặt khác ta cũng có: xy < -nên (1) sẽ ctược chứng minh nếu ta chỉ ra được: 


X + y z + 


2(x 3 + y 3 ) > ( X 2 + ý 2 )\j2[x 2 + y 2 ) X 6 + y 6 + 4:X 3 y 3 — 3 x 2 y 2 {x 2 + y 2 ) > 0 (2) 


Vì y > 0 chia hai vế cho y 6 đặt t = — > 0 bất đẳng thức (2) trở thành. 

y 

t 6 - 3í 4 + At 3 - 3í 2 + 1 > 0 

Nhưng bất đẳng thức này hiển nhiên đúng do: í 6 — 3í 4 + 4í 3 — 3í 2 + 1 = (í — l) 2 (í 4 + 2t 3 + 2t + 1) 
Như vậy ta có: 

TF)>3 

x z + xy + y z 

Kết hợp tất cả các vấn đề vừa chỉ ra ta thấy chỉ có bộ số X, y thỏa mãn điều kiện ^ 

X — y — 1 là nghiệm của hệ phương trình. 


X, y > 0 

2x + y = 3 <=> 

x = y 


5 Sử dụng phép thế lương giác 


1 Giải hệ phương trình: 


x + \A - y 2 = 1 

y + \/l — X 2 — y/3 
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Lời giải: 


Điền kiện: 
Đặt: 


-1 < X < 1 

-l<y<l 


X — sin a ; a G 


7T 7T" 


2 ’ 2 . 


y — cos b ; b G [0; 7T 


Hệ đã cho trở thành: 


sin a + sin b = 1 
cos a + cos 6 = \/3 
a — b 




„ . a + 6 a — b 
2 sin —-— cos —-— = 1 
2 2 

o « + /5 

2 cos ——— cos ——— = V 3 


Từ hệ trên ta thấy cos —Ỷ 0 nên ta có: 

a + b 1 7T 7T 

tan ——— = —— = tan — a + 6 = — 
2 V3 6 3 

Từ đó ta có: 
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T . 7Ĩ 

Với o = — ta có: 
6 


• / 7r \ 7T / 7T 

sin a + sin — — a = 1 -v^ 2 sin — cos a — — 


7r 


. 7T 1 
a; = sin — = — 
6 2 


7T 


a/3 


y — cos — = ^ 
y 6 2 


= 1 


-v=> cos a — — ) =1 
V 6, 

7T 

•vv- a — — — 0 
6 
7T 

® = 

6 


1 -y/3 \ 

Đối chiếu điều kiện thỏa nên hệ có nghiệm (x;y) — I V --- □ 

2 2 / 


2 Giải hệ phương trình: 


X 2 + y 2 = 1 (1) 

V2 V - V (1 + 4xy) = v/3 (2) 
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Lời giải: 

Từ phương trình (1) gợi cho ta đặt ẩn phụ đưa về lượng giác. 

( X — sin a , r _ _ 

(a G [0; 27 t]) 

y — cosa 

Khi đó phương trình (2) được viết lại dưới dạng: 

” Vẽ 

(sin a — cos a) (1 + 2 sin 2a) = —ị 

Vẽ 

sin a — cos a + 2 sin 2a sin a — 2 sin 2a cos a — -y- 
•ý=r- sin a — cos a + cos a — cos 3a — sin 3a — sin a — 

•*=> sin 3a + cos 3a = — 

/ 7T \ V3 5tt 
- v=> cos (^3a + — J = cos — 




7ĩt k2n 


Oi — 


36 


137T k2ĩĩ 


(k G Z) 


a = 


36 3 

r f 7n 317T 55tt 117T 3Õ7T 597T ì 

Vì a e [0; 2ĩr] suy ra: « V 36 ; 36 ; 36 ; 36 ; 36 1 Ì7 

_ , . _ . . , . . f T7T 317T 5Õ7T 117T 3Õ7T 597T ì 

Vậy hệ có nghiệm (x: y) = (sin cư COSCM với a G < —; ——; ——; ——; ——; —— > u 

J 6 v ’ ’ v ’ \ 36 36 36 36 36 36 / 

3 Giải hệ phương trình: 


z 2 + 2 xyz — 1 (1) 

3 x 2 y 2 + 3 xy 2 = 1 + x 3 y 4 (2) 
z + + % 3 = % + 6 y 2 z (3) 
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Lời giải: 
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Vì z = 0 không là nghiệm của hệ phương trình nên: 


( 1 ) oxy = 


l-z 2 
2 z 


Đặt z — tan íp (*) với Lp G j \ {0} 

rn_ _ ' 

1 — z 2 1 — tan 2 (p 


Ta có: 


xy = 


2 z 2 tan tp 


= cot 2 (f 


Thay vào (2) ta được : 


n „ „ _ . o 3cot 2 2(/3 — 1 

3cot 2</? + 3 y cot 2if> = 1 + ycot 2íp y — 


Cơt 3 2v3 — 3 cot 2<y3 cot 6 Lp 


— tan 6 


Ta suy ra: X — cot 2(p. cot 6(f Thay vào (3) ta được : 

4 tan 6 LỌ — 4tan 3 6 (p 


z = 


1 — 6tan 2 6ty3 + tan 4 6(/p 


= tan24í/p(**) 


Từ (*)và (**) ta có: 


tan 24 (p — tan íp 

■(=? 2Aíp = <p + kĩt, k G z 

/c7r 

o <p = 23» k e z 


Với 93 G 


j \ {0} ta thu được: 


, 7T , 2ĩĩ ,37r 47T Õ7T 67T 77T , 87T 97T 1Ũ7T 

(/3 = ±7777, ±7777, ±7777, ±7777, ±7777, ±7777, ±7777, 4=——, ±7777, I —— , 

Y 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23 ’ 


± 


117T 

~23~ 


Vậy hệ phương trình có các nghiệm là: (x; 2/; z) = (cot 2^3. cot 6</3; tan6</?; tan 93) 

, 7T , 27T , 37T , 47T , Õ7T , ổ7T , Ĩ7T , 87T , 97T , Í07T , Í17T, , 

với ự) — ± ——, ± —7, ± —77, ± 7777, ± 7777, ± 7777, ± 7—7, ± —77, ± 777-, ± 7777 , ± -7777 □ 

Y 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23’ 23 ’ 23 


4 Giải hệ phương trình: 

2z (x ± y) ± 1 = X 2 — y 2 (1) 

< 

y 2 ± z 2 = 1 + 2 xy ± 2zx — 2 yz (2) 
y (3x 2 — 1) = — 2x (x 2 ± 1) (3) 

< 
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Lời giải: 

Vì X — 4=^/3 không thỏa phương trình (3) nên: 


(3 )**y = 


—2x (x 2 + 1) 
3x 2 — 1 


•v^> X + y = 


3x 3 — X — 2x (x 2 ± 1) 
3x 2 - 1 


•v^> X + y = 


X 3 — 3x 
3x 2 - 1 


Đặt: X = tan 93, 93 G 
Ta có: 


(—f; 2 ) \ {— f; 1 } => COSÍ/3 Ỷ 0 , cos3</3 ỷ 0 

tan 3 LỌ — 3 tan ip 


tan íp + y = 


3ta ư 2 (/3 — 1 


<=> y — tan 3^3 — tan ip 
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(1) <í=> z = ^(a+t I ) 1 (d° x — —y không thỏa phương trình (1) =>- tan 3 ip Ỷ 0) 

(2 tan <p — tan 3 ip) . tan 3(p — 1 2 tan ip. tan 3 (p — tan 2 3</3 — 1 


z — 


2 tan 3 (p 


2 tan 3 <p 


tan 3 (p + cot 3 (p 1 / sin 3 (p cos 3 ip 

•v^> z = tan Lp -—-= tan LỌ — - Ị -V- + 


z — tan ip — 


2 \cos 3 Lp sin 3</3 


sin 6 cp 


( 2 ) o X 2 + y 2 + z 2 — 2 xy — 2zx + 2yz = 1 + X 2 
o (y + z — x) 2 = 1 + X 2 


-v=> ( tan 3 (fi — tan (f + tan (f — 


sin 6 tp 


— tan (f = 1 + tan 93 


«=>• 


«=>• 


«=>• 






sin 3 ơ? 1 \ 1 

— tan LỌ — 


Cơs 3 v 3 2 sin 3 (p. cos 3 (p 

2sin 2 3(^ — 1 \ 2 1 

————-—-tan 93 = —— 

2 sin 3^3. cos 3 ip ) cos 2 íp 

cos 6</3 \ 2 1 

+ tan LỌ — 


cos 2 93 


cos 2 93 


sin 693 

cos 673. cos (p + sin 693. sin 73 


cos 573 


sin 693. cos 73 
2 


cos 2 73 


cos 2 73 


sin 693. cos 73 
-v=> cos 5 (p — ± sin 673 

cos 5 (p — ± cos — 673 j 
cosõ72 — cos — 673 j 

COSÕ73 = cos + 673 j 


«=>• 


573 = ± — 673 j + k2n 

5 73 = ± ^— + 673 j + /c 27 T 




7T /c27T 7ĩ 

73 = — + ——,(0 — — — k2ir 
r 22 11 2 

7T Ẫ;27T 7T 

73 = — — + ——, 03 = — — — k‘2n 
r 22 11 ^ 2 


(fc G Z) 


vai; <n e f_ĩ ; ĩ)\(_ĩ : ĩ] = > >w= ±4; ±15; ±fĩ; ±Iĩ; ±t£ 

,U1 ' r c \ 2 ’ 2 / \ 1 6 ’ 6 / ^ 22 ’ 22 ’ 22 ’ 22 ’ 22 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: 

(x-,y-,z) = ^tan (/3; tan 3(p '^- tan 7?; tan cp — , 73 = ±§; ±||; ±||; ±g; ±||D 


5 Giải hệ phương trình: 


3 ( x + ì) = 4 (y + ỉ) 

xy + yz + ZX — 1 


= 5 6+ĩ) (1) 

( 2 ) 
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Lời giải: 

ĐK: xyz Ỷ 0 

Nếu (x,y,z) là một nghiệm của hệ thì (—x,—y,—z) cũng là một nghiệm của hệ và từ (1) suy ra 
X, y, z cùng dấu nên ta chỉ cần xét X, y, z dương là đủ. 

X = tan a 

Vx, j/,zễK\ {0} Đặt: ị y — tan /3 , a; /3; 7 G (0; l) 

z — tan 7 


3 tan a + 


= 4 ( tan 01 + 


= 5 tan 7 + 


tan 7 


( 3 ) 


(/) ^ ^ \ ta nay 7 tan /3^ 

tan a tan /3 + tan /3 tan 7 + tan 7 tan a = 1 (4) 

. . tan 2 a + 1 tan 2 /3 + 1 tan 2 7 + 1 

(3) 4» 3——-= 4— - = 5——- 

tan a tan /3 tan 7 

3 4 _ 5 

<Ễ=> -v-r— = -^77 = — (5) 
sin 2a sin /3 sin 7 

(4) tan a (tan /3 + tan 7 ) = 1 — tan /3 tan 7 

1 — tan /3 tan 7 , . - . 

tan a — - - 7 T—-= cot (8 + 7 ) 

tan /3 + tan 7 

y»a + /3 + 7 = ^( 6 ) 

Từ (5) và( 6 ), suy ra 2 a, 2/3, 27 là các góc trong một tam giác vuông, có các cạnh là 3, 4, 5 
Do đó: 27 = I 7 = I tan 7 = 1 — z Từ đó ta có: 


tan ậ = y=^ 

1 

tan a = X = - 
ổ 


Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là: (x; y\ z) = (|; 4; 1 ) , (—4; —4; — !)□ 


I 6 Giải hệ phương trình: 

xy + yz + zx = 1 

20 (x+^)=ll (y + \ 
\ xj V y 


( 1 ) 


= 2007 \z+~) (2) 
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Lời giải: 

Điều kiện: xyz Ỷ 0 

Nến ( x;y;z ) là một nghiệm của hệ thì (—x;—y;—z) cũng là một nghiệm của hệ và từ (1) suy ra 

X, y, z cùng dấu nên ta chỉ cần xét X, y, z dương. 

' 

X — tan a 

^ 7r 

Với mọi X, y, z G M và khác 0, đặt: y — tan /3 với 0 < a, /3, 7 < — 

z — tan 7 


Từ đó hệ (1) và (2) trở thành: 

tan a tan /3 + tan /3 tan 7 + tan 7 tan a — 1 

20 ( tan cu + -^ = 11 (tan /3 + --'ì = 2007 (tan 7 + 


tan a 


tan /3 


tan 7 


( 3 ) 

( 4 ) 
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Ta có: 


(3) 44 tan a (tan /3 + tan 7 ) = 1 — tan a tan 7 
1 — tan /3 tan 7 


44 tan a = 


tan /3 + tan 7 


= cot (/3 + 7 ) 


^a + (3 + 7=2 


=4 2a, 2/3, 27 là các góc trong một tam giác 

/JS ,tan 2 a + l _tan 2 ổ+l ™„„tan 2 7 + l 
(4) 4» 20———-= 11 „ = 2007- 1 


4» 


tan a tan /3 

20 _ 11 2007 

sin 2 a sin 2/3 sin 27 

_ 1 _ ? _ _ • £. _ _ 


tan 7 


áp dụng định lý sin ta tính được ba cạnh của tam giác có 3 góc 2a, 2/3, 27 là: 

a — 20 


< 


b = 11 
c = 2007 


V 

Dễ thấy a, b, c không thỏa mãn bất đẳng thức trong tam giác do đó tam giác trên 
Do đó hệ đã cho vô nghiêmD 


7 Giải hệ phương trình: 


x 2 y 2 + 2\/3 xy — y 2 = 1 (1) 

z {yz - 2) + y = 0 (2) 

Z 2 X + z 2 + X = 1 (3) 
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Lời giải: 

Từ (2) ta có: 


yz 2 — 2z + y = 0 y (z 2 + 1) = 2z <=> y = 


2 z 


Từ (3) ta có: 


z 2 + 1 


X {z 2 + 1) = 1 — z 2 X = 


l-z 2 

l+z 2 


X — cos a 


a t \ 

Dặt: z — tan a G (—7r; ti) =>■ 

^ 1 y = sin a 

Thế vào phương trình (1) ta được: 

cos 2 a + 2 V 3 sin a cos a — sin 2 a + 1 
cos 2 a + y/3 sin 2x — 1 

1 n , y/3 . n 1 

-v=> - cos 2x + —— sin 2 a — - 

2 2 2 

/ 7T\ 1 7T 

•v^> cos 2a — — = - = cos — 

V 3/2 3 

r 7Ĩ 

a = — + K7T 

4» 3 

a = kn 

1 7T 4vr 

Vì: a G (—7T; 7 ĩ) suy ra: a 6 < 0; Y 

(33 

Từ đó ta có: 

- Với a — 0 sưy ra: X — 1; y = 0; 2 = 0 


không tồn tại. 
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, 7T 1 y/3 

- Với a = - suy ra: X = y= -yỉ z = V3 

4tt 1 V3 /- 

- Với a — — suy ra: X = — y — — ——; z = — V3 

3 2 2 

1 \/3 /— 

Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y; z) — (1; 0; 0); ( — 2 ’ — 2~’ — ^ 



2 2 3 


8 Giải hệ phương trình: 


X 2 = y + 2 
y 2 = z + 2 
z 2 = x + 2 
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Lời giải: 

Dẽ thấy X, y, X > —2 
Giả sử: X — Maxịx ; y\ z) 

+Nến x>2^y>2^>z>2. 

Do x=Max(x;y;z) suy ra x>y nên z 2 = x + 2>y + 2 = x 2 =>z> x{VL ) 

+Nến X <2 suy ra x,y,z < 2. 

Đặt:a; = 2 cosa; y — 2 cos 6; z — 2 cos c (a; 6; c G [0; 7ĩ]) 

Thay vào hễ đã cho dễ có: 

b — 2 a 
b — 2 tt — 2 a 
c = 2b 
c — 2n — 2b 
a — 2c 
a = 2 tt — 2c 

\ L 

Đây là hệ cơ bản, giải ra với chú ý a, b, c G [0; 7r] ta thu được nghiệm của hệ phương trình đã cho là 
hoán vị vòng quanh của các bộ số sau: 

(a; 6; c) = (0; 0; 0); (f; f; f) ; (f; f; f) ; ff )□ 


cos b — cos 2o 
cos c — cos 2b <G> { 
cosa = cos2c 
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